METODE NUMERICE - curs 5

Cap. 3 Rezolvarea numerica a sistemelor supradeterminate de
ecuatii algebrice liniare in sensul celor mai mici patrate

3.1 Formularea problemei

Azzb, Aemmxn,bemmxl’zemnxl
m>n - sistem supradeterminat
Definitii:

1 A eR™" arecoloanele liniar independente (monica), daca vectorii coloana ai sai sunt liniar
independenti:
2.0;-a;=0 = o;=0,Vj=LE ,n

] subspatiul imagine al matricei A: Im(A)={yeR™ /y=A x, VxeR™} c R™

[ subspatiul nul (nucleu) al matricei A:  N(A)={xeR™ /A-x=0_} cR™
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Propozitie:

Pentru orice matrice A € R™™", m > n, urmétoarele afirmatii sunt echivalente:
@ A este o matrice monicé;

@rang(A)=n .

oNA)={0,} .

Al A
@ matricea este pozitiv definita, deci inversabila (nesingulara).

Concluzie:
Problema de calcul are o solutie unica
daca:

belm(A)

in ipoteza ca rang(A) = n.
Trebuie reformulata problema de calcul pentru a asigura existenta unei solutii in caz contrar.

J

Principiul folosit este minimizarea unei functii criteriu de tipul:

V,x)=[[b-A-x|,

*®

. . . - * . .
X - pseudosolutie a sistemului dacd V_ (X )= minim
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] Conditit de minim:
Vo (X) o OV ®]
ox, ox, | ™ — mm) V, - diferentiabila

VitV (0} =

not

Vi Vo ()} = A AV, (x)} =V {V, {V,(0)}} >0

V@ =~ b-A-x == llrl3=2 1" r=1- 3
2 g SRy = =g
] Problema de calcul devine:
2 - 2
[b-A-x [|3= n;}ﬁl{Hb—A'EHz} x* - pseudosolutie in sensul celor mai mici patrate
C Conditii de minim: sistem de ecuatii normale

A
[ \

VAVE)=(01/2)-2-(A"-A-x-A" -b)=
AAV(X)}=(1/2)-2-(A" -A)>0
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3.2 Triangularizarea ortogonala a matricelor

3.2.1 Matrici ortogonale

Definitie:

Fie o matrice Q e R™™. Matricea Q se numegte ortogonald dacé este indeplinité una din relatiile:
T T -1
Q -Q=I, Q =Q

Q=[q, ¥ q B q B ¢

mx1 .
1, qieiR , 1=1,...,m

m —

q, -9, =0, Vizj ij=l..m [q[>=1

] Proprietate [ o matrice ortogonala pastraza norma vectoriala euclidiana:

1 2 2
vze R™, ||Q-zl[3=zll;



METODE NUMERICE - curs 5

T
I matricele Householder: U=1 =24

ueR™! - vector Houseolder g =

proprietate: u'=u=U0"

3.2.2 Procedura de triangularizare ortogonala a unei matrici de rang complet

Propotzitie: .
Oricare ar fi matricea A €R™",m>n derang complet pe coloane, exista o matrice Q € R

mxn

ortogonald, astfel incét matricea A se poate scrie: A =Q-R unde matricea R eR

are urmatoarea structura: R
|

R=| N
0

(m-n)xn |

unde matricea R, € R™" este superior triunghiulard nesingulard cu 1; #0, Vi=1,...,n
1 P 1
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Demonstratia este constructiva Si constituie insusi algoritmul de triangularizare ortogonala a
matricei A (factorizare QR a matricii A):

atribuie A, <A
pentru k=1,n executd

[* determinare matrice Householder U astfel incat:

| (Uk .Ak)l,k :O, i:k+1,...,m

| atribuie Ay, < Ug-Ay

|

atribuie R« A _, <

n+l

DFieéz[E_,l 0 &y & &y M im]TEERle CO|OanakamatriciiAk
o2 =YE220 ] 3U, eR™" astfelincat U, -&=[¢, 0 & p, 0 0 0", p2=o?

U =1, -u, 'EE/Bka By =llu, ||§ /2 u =0 0 0 Uk Uk I um,k]T

m
. { 2 .
Gk :Slgn(gk)° Z(g] s U.k’k :EJ]( +Gk’ u]’k :il,lzk“‘l,...,m,
1=k

By =0y "Ugxs Px =70y -
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[] Daca Gﬁ 22&2 =0 [ ¢&,=0,Vi=k,.,m[] - Y =0, [] U, nuexista
i=k

=
= B =0 (B < Eimu) =

CDaca M =M B my 08 0" eR™ j=l..k-1
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] Tabloul general al transformarilor:
u,-u_,-0-U-A=R -
B U-A=R
u=0U,-U_,-0 -U, => l -

Q=U"'=U"=U,-U,-0 -U, |

3.3 Rezolvarea sistemelor supradeterminate

U
A-x=b, AcR™ , beR™ xeR™ mmm) U Ax=U-b

AcR™m rang(A)=n m>n l
_ - R-x=d; R

R, d, ’ -
. i ’ (_11 emnxl’ (_12 E9%(111—n)><1
d

2

=<
[ >4
Il

r=b-A-x, V@=tl;=lU-tl;=ld, -R;-x[); +]1d, I3 !
- 1 Id, -R, -x[; =0

g2 # (_)(m—n) — 2

]
exemplu R, ,US_(* _d

1
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Cap. 4 Calculul valorilor $i vectorilor
proprii
4.1 Formularea problemei

- Se considerd o matrice reald, patraticd, de ordin n: A e R™™"

Definitie:

Oricare ar fi matricea A € R™" , un numar in general complex, /., se numeste valoare
. . . o . v nxl1 a A

proprie a matricei A dacd existd un vector, X€C™, x#0_ agstfel incét:

A-xX=A-X

X — vector propriu al matricii A asociat valorii proprii A

(-1, -A)-x=0, x#0,

!

M-I, —A - singulara

!

ecuatie caracteristici p,(A)=det(A-I, -A)=0

_1 :
polinom caracteristic —— po(M)=A"+0o, - A" +0 +a,,-A+a, o;eR1=L...n



METODE NUMERICE - curs 5

Teorema de existenta:

Orice matrice patratica reald, de ordin n, are exact n valori proprii, in general complexe Si nu
neapadrat distincte, care coincid cu radacinile polinomului caracteristic ataSat matricei. Daca

exista valori proprii complexe, atunci acestea apar in perechi complex conjugate.

!

Orice matrice A € R™" are cel putin un vector propriu.

0 Nu se recomanda calculul numeric al valorilor proprii prin rezolvarea ecuatiei caracteristice deoarece:
- rezolvarea ecuatiilor polinomiale este o problema prost conditionata;

- coeficientii polinomului caracteristic [] volum mare de calcule [ erori

[_Metodele practice pentru calculul numeric al valorilor proprii [ proceduri iterative

- matricea A adusa la formda canonica Schur prin transformari ortogonale de asemanare
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4.2 Forma canonica Schur

Definitie:

o o . 1% . w o w nxn
Doud matrici, A, A'e R™" , se numesc ortogonal asemenea, dacé existd o matrice ortogonald, Q€ R

astfel incat:

00 Proprietati:

A':QT'A°Q

@ Matricile ortogonal asemenea au aceleasi valori proprii:

A (A)=A" (A", i=1..,n

@ Relatia dintre vectorii proprii ai doud matrici ortogonal asemenea:

Definitie:

§1(A) = Q ’ K'i (A')a 1= 1,...,11

O matrice se spune ca este in forma bloc superior triunghiulara, daca are urmatoarea structura:

T] 1 T] 2

0 T,
(T
K

I

T
T

T

Im

2m

I

mm _|

b

TH c mpixpi Tll N

p,efl,2},Vi=l,m

i=1,...,m - matrici patratice

forma cvasi-superior triunghiulara
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Teorema de existenta:

Oricare ar fi matricea A € R™" , existd o matrice ortogonald Q e R™", astfel incGt matricea:

~ ~ . . — O T . . A
forma canonica Schur reala a matricei A S=Q -A-Q

este in forma cvasi-superior triunghiulara. Blocurile diagonale de ordin intdi ale matricei S
reprezinta valorile proprii reale ale matricei A Si ale matricei S, iar blocurile diagonale de ordin doi

au valori proprii complex conjugate reprezentdnd valori proprii complex conjugate ale matricelor A
Si S. .
Observatii:

@ coloanele matriciiQe R™ 4,-K=L...n 7 vectori Schur ai matricii A

@ Demonstratia teoremei este constructivd [ algoritmul QR

4.3 Algoritmul QR pentru calculul formei canonice Schur

O Principiu: constructia unui Sir de matrici ortogonal asemenea convergent la forma canonica Schur

Ay=AA ., A, A, —2% 58
k k—o0 . .
Akz[ai[;‘]]mjn aL]—>O i>j+2
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1 sedefineste girul de matrici{A, },s0, Ay =A

pas QR cu deplasare explicita — A, —u -1, =Q R\, A, =R, -Q +u, -1,

Q, e R™™" - ortogonalg; R, e R™"- superior triunghiulara

L, €R - deplasare (cu rol de accelerare a convergentei)

Propozitie:

Matricele sirului QR sunt ortogonal asemenea: A, , =Q. -A, -Q,

[0 Observatie:
- algoritmul original QR [ consumator de timp [ se foloseSte o forma optimizata

Forma implementabila a algoritmului QR cu deplasare explicita

[ parcurge doua faze de lucru:
@ faza 1 - pregétitoare (zerorizare elemente de sub sub-diagonala principal3)
@ faza 2 — aplicare algoritm QR matricii obtinuta la faza 1

l

se obtine forma canonica Schur
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O Faza 1

- procedura directa de aducere a matricei A la forma superior Hessenberg
(H) - - - -

NS <

LIS "

C1 C C Cn-2

- se folosesc matrici Householder in scopul anularii, coloana cu coloana, a elementelor
matricei A situate sub sub-diagonala principala

- algoritm:
atribuie A, < A
pentru k=1,n—2 executa

[ * determinare matrice Householder astfel incat:
| (U A =0,i=k+2,.,n
| atribuie A< U, -Ay
i i 1 T 1
I- atribuie A < AUk =A% Uy
[ ]

atribuie H « A
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—

- sinteza matricii Householder, U
u.. =[0 X 0 u M u 1
Zk+1 k+1,k+1 n,k+1

_ . T _ [k] _ Ikl
U =L - v /B)  — Oy = Slgn(akﬂ K \f Z(a > Wsiket =k x T Oky
i=k+1

_ o lLk] _ _
u; a'1k’ 1= k+2 -1, Bk+1 =011 " Ui k41

- tabloul general al transformarilor: U, ¥ -U,-A-U,N|-U,,=H
U l U’
H=U-A-U'

- sunt parcurse exact (n—2) iteratii



