METODE NUMERICE - curs 6

Cap. 4 Calculul valorilor gi vectorilor proprii

4.1 Formularea problemei

- Se considerd o matrice reald, patraticd, de ordin n: A e R™™"

Definitie:

Oricare ar fi matricea A € R™" , un numar in general complex, /., se numeste valoare
. . . o . v nxl1 a A

proprie a matricei A dacd existd un vector, X€C™, x#0_ agstfel incét:

A-xX=A-X

X — vector propriu al matricii A asociat valorii proprii A

(-1, -A)-x=0, x#0,

!

M-I, —A - singulara

!

ecuatie caracteristici p,(A)=det(A-I, -A)=0

_1 :
polinom caracteristic —— po(M)=A"+0o, - A" +0 +a,,-A+a, o;eR1=L...n
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Teorema de existenta:

Orice matrice patratica reald, de ordin n, are exact n valori proprii, in general complexe Si nu
neapadrat distincte, care coincid cu radacinile polinomului caracteristic ataSat matricei. Daca

exista valori proprii complexe, atunci acestea apar in perechi complex conjugate.

!

Orice matrice A € R™" are cel putin un vector propriu.

0 Nu se recomanda calculul numeric al valorilor proprii prin rezolvarea ecuatiei caracteristice deoarece:
- rezolvarea ecuatiilor polinomiale este o problema prost conditionata;

- coeficientii polinomului caracteristic [] volum mare de calcule [ erori

[_Metodele practice pentru calculul numeric al valorilor proprii [ proceduri iterative

- matricea A adusa la formda canonica Schur prin transformari ortogonale de asemanare
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4.2 Forma canonica Schur

Definitie:

o o . 1% . w o w nxn
Doud matrici, A, A'e R™" , se numesc ortogonal asemenea, dacé existd o matrice ortogonald, Q€ R

astfel incat:

00 Proprietati:

A':QT'A°Q

@ Matricile ortogonal asemenea au aceleasi valori proprii:

A (A)=A" (A", i=1..,n

@ Relatia dintre vectorii proprii ai doud matrici ortogonal asemenea:

Definitie:

§1(A) = Q ’ K'i (A')a 1= 1,...,11

O matrice se spune ca este in forma bloc superior triunghiulara, daca are urmatoarea structura:

T] 1 T] 2

0 T,
(T
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I

T
T
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I

mm _|

b

TH c mpixpi Tll N

p,efl,2},Vi=l,m

i=1,...,m - matrici patratice

forma cvasi-superior triunghiulara
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Teorema de existenta:

Oricare ar fi matricea A € R™" , existd o matrice ortogonald Q e R™", astfel incGt matricea:

~ ~ . . — O T . . A
forma canonica Schur reala a matricei A S=Q -A-Q

este in forma cvasi-superior triunghiulara. Blocurile diagonale de ordin intdi ale matricei S
reprezinta valorile proprii reale ale matricei A Si ale matricei S, iar blocurile diagonale de ordin doi

au valori proprii complex conjugate reprezentdnd valori proprii complex conjugate ale matricelor A
Si S. .
Observatii:

@ coloanele matriciiQe R™ 4,-K=L...n 7 vectori Schur ai matricii A

@ Demonstratia teoremei este constructivd [ algoritmul QR

4.3 Algoritmul QR pentru calculul formei canonice Schur

O Principiu: constructia unui Sir de matrici ortogonal asemenea convergent la forma canonica Schur

Ay=AA ., A, A, —2% 58
k k—o0 . .
Akz[ai[;‘]]mjn aL]—>O i>j+2
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1 sedefineste girul de matrici{A, },s0, Ay =A

pas QR cu deplasare explicita — A, —u -1, =Q R\, A, =R, -Q +u, -1,

Q, e R™™" - ortogonalg; R, e R™"- superior triunghiulara

L, €R - deplasare (cu rol de accelerare a convergentei)

Propozitie:

Matricele sirului QR sunt ortogonal asemenea: A, , =Q. -A, -Q,

[0 Observatie:
- algoritmul original QR [ consumator de timp [ se foloseSte o forma optimizata

Forma implementabila a algoritmului QR cu deplasare explicita

[ parcurge doua faze de lucru:
@ faza 1 - pregétitoare (zerorizare elemente de sub sub-diagonala principal3)
@ faza 2 — aplicare algoritm QR matricii obtinuta la faza 1

l

se obtine forma canonica Schur
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O Faza 1

- procedura directa de aducere a matricei A la forma superior Hessenberg
(H) - - - -

NS <

LIS "

C1 C C Cn-2

- se folosesc matrici Householder in scopul anularii, coloana cu coloana, a elementelor
matricei A situate sub sub-diagonala principala

- algoritm:
atribuie A, < A
pentru k=1,n—2 executa

[ * determinare matrice Householder astfel incat:
| (U A =0,i=k+2,.,n
| atribuie A< U, -Ay
i i 1 T 1
I- atribuie A < AUk =A% Uy
[ ]

atribuie H « A
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—

- sinteza matricii Householder, U
u.. =[0 X 0 u M u 1
Zk+1 k+1,k+1 n,k+1

_ . T _ [k] _ Ikl
U =L - v /B)  — Oy = Slgn(akﬂ K \f Z(a > Wsiket =k x T Oky
i=k+1

_ o lLk] _ _
u; a'1k’ 1= k+2 -1, Bk+1 =011 " Ui k41

- tabloul general al transformarilor: U, ¥ -U,-A-U,N|-U,,=H
U l U’
H=U-A-U'

- sunt parcurse exact (n—2) iteratii
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[ Faza 2
- procedura iterativa de constructie a unui Sir QR pornind de la matricea H

- scopul: anularea unora din elementele de pe sub-diagonala principala a matricei H

— 0 ]S

-algoritmul QR cu deplasare explicita parcurge urmatoarele etape:

determinare deplasare , y;

atribuire H(_W (n-1) iteraji

1

2

3. |descompunere_H=0Q_-R |, R- matrice superior triunghiulard, Q - matrice ortogonald;
4. atribuire H<R:-Q ;
5
6
7

oy, V¥

pas QR cu
deplasare

refacere deplasare H«H+pu-1_;
corectie matrice H (efectuare test de decuplare);

atribuire S<H si efectuare teste reluare algoritm QR (de la etapa 1).
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Detaliere
etape:

@ Etapa 1 - determinare deplasare p
- viteza maxima de convergenta pentru nw=h

n,n

@ Etapa 2 - deplasarea p se scade de pe diagonala principald a matricei H
- se lucreaza in continuare cu aceasta matrice

@ _Etapa 3 —factorizare QR a matricei H obtinuta la etapa 2
- se zerorizeaza elementele de pe sub-diagonala principala (n — 1 elemente)
- se utilizeaza matrici de rotatie plan&d Givens (ortogonale, nesimetrice)

lanul (k, k+1)
A k+1 P R. hy } _ {Yk}
(k): hk+1,k 0
(kH)r
Lk (i, 0) c, =cos(0)=
R = { o di } / i
—-d, ¢ h
0 C Tdy =sin(9) =
k» Iy

hicx
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L 0k 1)
I I
- matricea de rotatie Givens: Po=| 0,0 R
I I I
_O(n—k—l)x( k-1) i 0(n—k—1)><2
- se poate demonstra:
R U 00y B 00 pyni) |
I I I I I
Pk Pl;r = 02><(k—1) I Q I 02><(n—k—1)
I I W I I
Oy U 0ppn. K Lo |

0= ci+dﬁ
0

0

2 2
c, +d;

it

0( k—1)x(n-k-1)
X
02><( n-k-1)
i X
i In—k—l
Jdnxn

-~ mm) P P =1
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- tabloul transformarilor de la etapa 3:
P N -P-H=R
QT =P, M Py = Q:PIT N 'PnT—l

R — matrice superior triunghiulara

@ Ftapa 4 — matricea R se inmulfeste la dreapta cu matricea Q, rezultatul fiind stocat in H:
H=R-P'§ -P,
@ Etapa 5 - se aduna deplasarea la elementele de pe diagonala prinicipald a matricii H

@ Etapa 6 — test de decuplare

W i i
" " T " "
Pk he o by — hy l.'lk,kJrl Pk — h 1‘1'k,k+1
hk+1,k+1 O hk+l,k+l @ hk+1,k+1

\m\ m 0

|hk+1,k |Z| hL+1,k |

.....

- inegalitatea stricta — elementul din pozitia (k+1, k) devine zero in forma canonica Schur
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- rol de decuplare a blocurilor diagonale din forma canonica Schur — test de decuplare:

daca |hy <& ([hyy [+[hy 4 ) atunci

[ atribuie hi o <0

@ Etapa 7 - testele care conditioneazd reluarea sau nu a algoritmului QR

\ Mi

0

— e

>

concluzii privind structura formei canonice Schur:
- nu exista pe sub-diagonala principala doua elemente consecutive nenule
- blocuri de ordinul doi pe diagonala matricei S au valori proprii complex conjugate
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testele care se realizeaza la aceasta etapa sunt:

(T1) daca diedl, 2,...,n p&ntru care $i,1i$0  s;,,;, ARMCI
matricea S nu este in forma canonica Schur (reluare de la etapa 1)

(T2) dacd  capg sa satisfaca (T1), dar die{l, 2,...,npdhtru care

Sii  Siisl : . .
blocul M. = are valori proprii reale atunci
S

1
i+ Sitlitl

matricea S nu este in forma canonica Schur (reluare de la etapa 1)

O Tabloul general al transformarilor din faza a doua a algoritmului QR:

S=[P¥ -8 -pP'1E [P B -PYT-HA[PMYT R - PUEDTTR [PEDHT R (PR

\ J \ J
Y |

P l pPT

P-H-PT =8
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Tn urma aplicarii ambelor faze ale formei implementabile a algoritmului QR
rezulta:
P.U-A-U"-P'"=S

Q"=P-U - Q=U"T.pPT

\ J
Y

!

S=Q"-A-Q

forma implementabila a algoritmului QR este o procedura stabila numeric, iar forma
canonica Schur calculata pentru o matrice A, notata prin, coincide cu forma canonica

Schur exacta, S, a matricei A ugor perturbata, A _ A . E -

SESA+E: ” E ||a<<|| AHG

exemplu
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4.4 Calculul valorilor si vectorilor proprii

calculul valorilor proprii — inspectia blocurilor diagonale ale formei canonice Schur, S

inspectia formei canonice Schur — elementele aflate pe prima sub-diagonala a matricei S

detL -1, —=M,)=0

!

0 0

|
M;
_ /
|
SH
| 1,1+1
|
|
______ o SR I
|
|
1 }
|
I
0

——

atribuie i« i+ 2

2 _
A _(Si,i + Si+1,i+1) A+ (Si,i "Siliel T Sivni Si,i+1) =0.

atribuie i < 1
~cattimp (isn-1)
daca S, =0 atunci

[

atribuie )\i —s.
atribuie i«—i+1

- daca sim#o atunci

L [

atribuie )\i ., < Vvalorile proprii ale blocului:

S. . S. .
1,1 1,1+1
M, =
Sitti  Sitlisl
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calculul vectorilor proprii

~

§1 :Q°£i, i:1’...,n unde S.E :7\‘1 .Ei, i:].,...,n

1

in practica — vectorii Schur ai matricei A — vectorii coloana ai
matricei
q..1=L..,n - ortogonali

1

Q=[q, B g B q]

1§ [B=1 i=L..n

~

-dacd A; =s; €R (s;,;; =0) atunci X; >,

—1

-dacd A, Ay, €C (5. #0) atunci X, >4, +i-4. ., Xy 9 —i°4

o)

~

i+1



