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Cap. 2 Sisteme determinate de ecuatii algebrice liniare

2.3 Rezolvarea sistemelor prin triangularizare cu pivotare partiala

== se considera sistemul de n ecuatji algebrice liniare cu n
necunoscute:
nxn nx1
-x = b, AeR™ bhER

% problema de calcul = determinarea unei solutii x € R™*! care s verifice sistemul dat

=~ principiu: la pasul k se cauta pivotul printre elementele din coloana k, pornind de la

elementul de pe diagonala principala in jos, alegandu-se elementul care are

. N — [k] —
cea mai mare valoare in modul: |al x = max{| aj [y =&k
® dacd i, # k > se permuta liniile k si i}, cu ‘ ><

ajutorul matricii de permutare de linii P, ) —k
P Ay Aa =M (P -A) N K
l B _|—n

|

k
lu, £Li=k+1,.,n Fig. 2.1 Principiul triangularizarii cu pivotare partiala a
i, — 1y 9eeey

unei matrice: pivotul se gaseste in coloana k,
linilek+n;k=1,...,n-1
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=~ proprieta{i matrice de permutare de linii, P :

det(P,)=-1; P, =P_'

Teorema:

Daca matricea este nesingulara, atunci existd o matrice numita matrice generala de permutare

de linii, astfel incat:

P-A=L-U
in care U este o matrice superior triunghiulara Si L' este o matrice inferior triunghiulara unitate cu

elementele 1, <1

L) =

=~ Demonstratia [] constructiva, constituind insusi algoritmul de triangularizare cu pivotare

partiala a unei matrici
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== algoritmul de triangularizare cu pivotare partiala:

atribuie A; — A
_pentru k=1,n—1 execute

[k]

. k k
* determinare ¢, <« a; , unde a[ I = max;_z; a[ ]
k ixk irk i=kn i,k

_daca (i # k) atunci
* determina P,
altfel

* atribuie P, « I,

- X
e calcul P, - Ag
» determinare matrice M, astfel incat Ay,; = My, - (Py - Ay) sa aiba elementele:

A =0i=k+1.nsid =d =10 j=1,.,k-1

atribuie Ak+1 «— Mk . (Pk . Ak)

- X

atribuie U «<— A,
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= tabloul general al transformarilor:

M,,-P_, -8 -M,-P,-M,-P,-A=U

n-1

- folosind P, = P;?

In
M, -Py -0 - M, 'Pl@ Py)- (P 'MDAZU

L X )

1 Y
)= P
matrice generala de
permutare de linii

P.A=L .U

L =P, K -P 'Ml_l Py 'Mgl NP 'Mil

{}

matrice inferior triunghiulara unitate avand in fiecare coloana, sub
diagonala principala, subvectori Gauss cu liniile permutate
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@ etapele rezolvdrii sistemului A - x = b, A € R b € R"™*1:

a) factorizarea L_U a matricii A prin triangularizare cu pivotare partiala:
P-A=L-U
b) calculul vectorului: ¢ =P - b

c) rezolvaresistem L' -y = c¢ prin substitutie inainte

d) Rezolvare sistem U -x = y prin substitutie inversa

P-A-x

I
o
o

| <

I

o

fon

P-A=L-U

e
T
c v c
IS [

Y

.

<

I

e

[ ><

<
I

> Qbservatie:

Daca algoritmul de triangularizare cu pivotare partiala eSueaza, in sensul ca pivotul gasit la

o anumita etapa [k] este nul sau foarte mic Tn modul, aceasta corespunde situatiei cand in

aritmetica reala primele k coloane ale matricei A sunt liniar dependente.
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2.4 Aplicatii ale descompunerilor L-U

2.4.1 Calculul determinantului

@ fie o matrice A € R > det(4) =?

a) calcul bazat pe factorizarea L-U prin triangularizare directa: A =L - U

det(A) =det(L - U) =det(L) - det(U)

L — inferior triunghiulara unitate = det(L) = 1

U — superior triunghiulard = det(U) = [[iL  ui;, U = [ui'i]i=1 N

det(A)=]]u;;
i=l1




METODE NUMERICE - curs 4

b) calcul bazat pe factorizarea L-U prin triangularizare cu pivotare partiala: P-A =L"-U

ii—

A=P'.L .U

|

det(A)=det(P™' -L - U)=det(P™")-det(L) - det(U)

n D N
det(4) = (—=1)™P?. n”i'i — (—1)"P¢ 1 l_[ui,i

i=1

2.4.2 Calculul inversei unei matrici

@ fie o matrice 4 € R™"* > A71=?
= acest tip de problema se incadreaza in problematica rezolvarii ecuatiilor matriciale de tipul:

A-X=B, incare B =1,

AT=X=[x, B ox, B x,]



METODE NUMERICE - curs 4

a) calcul bazat pe factorizarea L-U prin triangularizare directa

a.l) factorizarea A =L - U;

k
a.2) rezolvare sisteme: A-x, = e, e, =[0 - 0 1 0 - O]T, k=1n
- substitutia Tnainte: L -y, = ey
- substitutia inversa: U -_gk = Yk
b) calcul bazat pe triangularizarea cu pivotare partiala:
b.1) factorizarea P-A =L"-U;
b.2) rezolvare sisteme: A - x;, = e, e =[0 - 0 1 0 - O]T, k = 1,_n

- calculc =P - eg;
- substitutia inainte: L'-

RN
~

Il

I

- substitutia inversa: U -

=

Il

<
=

Concluzie:

Inversarea unei matrice necesita un numar mare de operatii in virgula mobile [] in practica, nu
se recomanda rezolvarea sistemelor prin metoda bazata pe calculul explicit al inversei matricei
sistemului.
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2.4 Metode iterative

2.4.1 Principiul si convergenta metodelor iterative

X x1 o
A-x=b, AeR"™, beR" A - matrice nesingulard

] Metodele iterative [ constructia unui Sir de vectori convergent la solufia sistemului:

x k=0,,... limx" =x, wx!"
- k—o0

] Relatia de recurenta:
A=N-P N - matrice nesingulara
(N-P)-x=beN-x=P-x+b 7 N.x""=p.x"+b, k=0,L..
!
=N P x4 NT b, k=0,1,...

Notatie: G=N".P, GeR™"
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1 G are valori proprii Tn general complexe, care formeaza mul{imea numita spectrul matricei G

p(G) =max{| A, (G)|} -razé spectrald a matricei G
1<i<n

Teorema:
Conditia necesara Si suficienta ca Sirul de vectori sa fie convergent catre solutia sistemului

de ecuatii este ca matricea G sa aiba toate valorile proprii in modul subunitare sau, altfel

spus, raza spectrald a matricei G sa fie subunitara.

[0 Observatii:

@ Cu cat raza spectrald subunitard a matricei G este mai micé, cu atat viteza de convergenta

a
@%rHHEﬂ@%e&EOM@%eJH?EBWﬁia necesara Si suficienta prezentata anterior se inlocuieste

printr-o conditie suficienta, daca este posibil, Si anume:

daci |Gl <1 atunci p(G)<I

| norma matriciala infinit

||G||oo=r1£1_ax{2|gi,j [y <1
<i<n i=1
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1 Se considera:
A=L+D+U

L - inferior triunghiularéa cu diagonala principala nula

D - diagonala avand elementele de pe diagonala principala egale cu elementele de
pe diagonala principala a matricei A (se presupune nesingulara)

U - superior triunghiulara cu diagonala principala nula

2.4.2 Metoda Jacobi i metoda Gauss-Seidel

[0 metoda Jacobi
N=D, P=—(L+U) 0 D-x""=—@w+0)-x+b, k=01,.

=
D

a; - x = Za” ng]+bi, i=1,...,n

J¢1

a; #=0 v

n
k+1 K
XE = (b, /ai,i)_Z(ai,j /ai,i)'Xg ), i=l..n
-1

J#i
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0, 1=]

G =N"'.P=-D"' -(L+0) :[gi,j]lﬁi,jén 8ij =

Jacobi

_ai,j/ai,ia 17 ]

] Conditia suficienta care se impune pentru ca metoda Jacobi sa fie convergenta este:

n n
max{) |g;; [} =max{) |a;;/a;; [} <1
j 1 1<i<n le

I<i<n T
J#i

[]

n u n
Z|ai,j la;; <1 < Jay; |>Z|ai,j |

J=l J=1
J#i j#i

!

A - matrice diagonal dominanta pe linii

Propozitie:

Daca matricea A este diagonal dominanta pe linii, atunci metoda Jacobi este convergenta,
oricare ar fi estimatia initiala a solutiei sistemului de ecuatii.
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Observatie:

|ai,j /a;; <1 Vi=l..,n, j=1..,n, 1#]

sunt coeficientii care multiplica componentele calculate la iteratii
anterioare, deci erorile ce le afecteaza sunt micSorate pe masura ce
procesul iterativ avanseaza l

A - diagonal dominanta pe linii = procedura este sigur stabila numeric

[0 metoda Gauss-Seidel

N=L+D, P=-U [ (L+D)-x"V=-U-x™+b, k=0,,.

= (]
i [k+1] n O [k] :
Zai,j'xj :—Zai’j-xj +b,, 1=L..,n
j=1 j=i+l
a; #0 ¢
b i—1 n
k+1 i a;,; k+1 k .
= E(f)‘Z(f)'x} =) @ylan A, i=1.n
Qi — \Q;; -
=1 j=i+1
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Observatie:

Si in cazul metodei Gauss-Seidel, daca matricea A este diagonal dominanta pe linii, atunci
metoda este convergenta

] Tntre razele spectrale subunitare corespunzitoare celor doud metode exista relatia:

p2 (G Jacobi) = p(G Gauss—Seidel) <1

4

metoda Gauss-Seidel are o viteza de convergentd mai mare



