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В 1494 г. в своей книге «Сумма арифметики» Лука Пачоли 
написал, что решение кубических уравнений в общем виде 
столь же невозможно, как и квадратура круга.





1545 г. Формула решения кубического 
уравнения. Кардано и Тарталья (473 года назад)



Тарталья методом проб и ошибок 
приходит к тому, что корень уравнения
должен иметь вид  
 Возведём в куб:  
 Умножим   
  на  
получим  
сложим это равенство с
получим  
сравним с исходным уравнением:  
следовательно,  
 откуда найдём u и выразим x: 

 



Когда куб рядом с вещью
Вместе равны каком-нибудь числу,
То найди два других числа, на него разнящихся, 
Потом допусти и всегда держись
Этого правила, чтобы их произведение
Должно равняться кубу трети вещи.
Возьми от них стороны куба
И правильно вычти их. 
Остаток даст тебе искомую вещь…

Куб рядом с вещью – это  
 число – r; на него разнящихся: 
произведение, равное «кубу трети вещи»:  
 «правильно вычти их»:  
 остаток – это сам x.



Кардано понимал, что кубическое уравнение   
может иметь три вещественных корня и их сумма равна -а . 
В такого рода общих утверждениях у Кардано не было 
предшественников. Кардано сам нашёл решение полного 
кубического уравнения, заметив, говоря современным языком, 
что подстановка                        уничтожает член с     . 
    



Геометрический образ Кардано:
 

       Если куб со стороной                      разрезать плоскостями, 

параллельными граням, на куб со стороной         и куб со стороной  x, 

получается, кроме двух кубов, три прямоугольных параллелепипеда со 

сторонами       ,       , x, и три – со сторонами       , x, x; соотношение между 

объёмами даёт  

 Для перехода к                                     параллелепипеды разных типов 

попарно объединяются.





Кардано, «Великое искусство», Глава XXXVII 
(De regula falsum ponendi – правило ложного положения, 

отрицательное неизвестное): 
Правило ложного положения, 
отрицательное неизвестное

Второй вид ложного решения заключается в корне из 

отрицательного количества (per radicem m). Я приведу пример. Если кто-

нибудь потребует, чтобы разделить 10 на две части, которые по 

перемножении дали бы 30 или 40, то ясно, что этот случай или вопрос 

невозможен. Но мы поступим так: разделим 10 пополам, половина будет 

5; умноженная на самое себя, она даст 25. Затем вычти из 25 то, что 

должно получиться по перемножении, скажем, 40, - как я объяснял это 

тебе в главе о действиях в 4-й книге; тогда останется           ; если взять от 

этого R и прибавить к 5 и вычесть из 5, то получаются части, которые, 

перемноженные между собой, дадут 40. Таким образом, части эти будут:                         

                                и                 . 

                         De regula falsum ponendi 





Рафаэль Бомбелли, 1572 г. (446 лет назад)



Пример Бомбелли. Уравнение  
имеет вещественный корень  x = 4,
однако по формулам Кардано получаем:  
 Бомбелли обнаружил, что   
 откуда сразу получается нужный вещественный корень.

 Он подчеркнул, что в подобных (неприводимых) случаях 
комплексные корни всегда сопряжены, поэтому и получается 
вещественный корень. 



1594, Франсуа Виет (1540‒1603)



1569 г. Герард Меркатор (1512-1594), 
фламандский картограф и географ.



1637, Рене Декарт (1596-1650)
В 1637 г. была издана «Геометрия» 

Декарта, в которой сочетаются методы 

геометрии и алгебры. Мнимые корни он 

называет воображаемыми (imaginariae). «Не 

существует ни одной величины, - указывал 

Декарт, - которая соответствует этим 

воображаемым корням». 



1685, Джон Валлис (1616-1703) 

В 1685 г. в «Трактате об алгебре» Валлис предложил 

первую геометрическую интерпретацию мнимых чисел: 

мнимую величину               он рассматривает как 

среднюю пропорциональную между величинами  ‒b и c 

или b и ‒c.





В XVI веке в связи с решением кубических и 
квадратных уравнений были введены 
выражения вида              . Валлис полагал, что 
мнимые корни уравнений связаны с 
извлечением квадратных корней. Но всегда ли 
эта операция приводит к результату               ?  



1702 г. Ошибка Лейбница (1646-1716)

В 1702 г. Лейбниц высказал мнение, что это не так и что существуют 
мнимости ещё и другого типа, ибо по недосмотру он не заметил 
разложения двучлена             на множители                                           , 
а вместе с тем получил



1702 г. Г. В. Лейбниц (1646-1716)

• Itaque elegans et mirabile effugium 
repetir in illo Analyseos miraculo, 
idealis mundi monstro, pene inter 
Ens et non-Ens Amphibio, quod 
radicem imaginariam appellamus
•  То, что мы называем мнимым 

корнем – это изысканное и 
замечательное изобретение в этом 
удивительном анализе, прообраз 
мирового чуда, амфибия между 
бытием и небытием.

[Leibniz G. Specimen novum analyseos pro scientia infini, circa 
Summas & Quadraturas //Acta eruditorum. 1702, May. 
P.210-219. – P.216. (Наглядное доказательство нового анализа  
для познания бесконечности по отношению к суммам и 
квадратурам)]. 



1707 г. Абрахам де Муавр (1667‒1754)
В 1706/07 г. Муавр опубликовал  формулу, 

выражаемую современным языком как  

для положительных целых n.

 Это было сделано в статье «Аналитическое решение 

некоторых уравнений третьей, пятой, седьмой, девятой и 

высших следующих до бесконечности степеней в конечном 

виде, аналогичное правилам Кардано для кубических 

уравнений».



В статье Муавр рассматривал два уравнения с 
конечным числом членов при нечётном n
 
 

с решениями для первого
 

и для второго уравнения
 



Для каждого из решений приводились эквивалентные формы. Статья 
содержала два числовых примера, и в одном из них был мимоходом 
сделан намёк на происхождение уравнения (2), которое представляет 
собой зависимость между синусом y дуги α и синусом a дуги nα. Если
           ,              , можно выразить             через         . 
Этот результат получил ещё Ньютон, сообщив его в письме Лейбницу от 
13 июня 1676 г., а Муавр получил в статье 1698. Это соотношение было 
получено Муавром как частный случай. С помощью замены

формулу (4) можно переписать в виде  

  Это равенство равносильно формуле, которую мы сейчас называем 
формулой Муавра:
 . 



В 1722 г. он предложил формулу, известную как 
формулу Муавра :  
 Муавр рассматривал задачу о делении на n равных 
частей угла или кругового сектора, а также задачу о 
делении на n равных частей сектора 
равносторонней гиперболы. Аналогия между 
уравнениями окружности   и уравнения гиперболы   
привело его к идее мнимой подстановки. 



К уравнению (1) Муавр пришёл, 

решая задачу о делении на n равных 

частей сектора равносторонней 

гиперболы, ограниченного двумя радиус-

векторами, проведёнными из центра в 

вершину и ещё какую-либо точку кривой, 

и её дугой между этими двумя точками



1712 год. Спор о логарифме 
отрицательного и мнимого числа



XVIII век.
В «Dictionnaire Encyclopédique des Mathématiques» 

можно прочесть следующее: 
Réel (quantitè reéle): количества, которые не содержат 
корней чётной степени из количеств отрицательных 

Imaginaire: корни квадратные из отрицательных 
количеств. Называются так потому, что квадрат как 

положительного, так и отрицательного числа есть число 
положительное. Воображаемые количества являются 

противоположностью количеств реальных. 



Л. Эйлер (1707-1783)
«Мнимым количеством называют такое, которое 
ни больше нуля, ни меньше нуля, ни равно нулю; 
это, следовательно, нечто невозможное, как, 
например,     или вообще            ,поскольку такое 
количество ни положительно, ни отрицательно, 
ни нуль».
 «Всякое мнимое количество всегда образовано 
двумя членами, один из которых есть 
действительное количество, обозначаемое через 
M, а другой – произведение также 
действительного количества N  на      ; таким 
образом,       есть единственный источник всех 
мнимых выражений». 



1768 г. Эйлер.
 «Универсальная Арифметика» 



1768 г, ошибка Эйлера



В 1730-1740-х годах в Петербурге Эйлер разработал 
основы теории функций комплексного переменного. В 
своих работах Эйлер переходил от координат точки        к 
комплексному числу              , представлял его в 
полярных координатах                            . 

В 1748 Эйлер доказал формулу Муавра для всех 
действительных  n. Сейчас её доказывают как следствие 
из формулы Эйлера                        . 



 



1749, Эйлер



Жан Лерон Д’Аламбер (1717-1783)
В 1752 г. Даламбер рассматривал плоское 
движение идеальной жидкости. В статье 
«Опыт новой теории сопротивления 
жидкостей»  Даламбер определил 
скорость                              , где функции 
u(x, y) и v(x, y) ‒ проекции скорости 
частицы жидкости на оси координат. Они 
связаны уравнениями  

 то есть                        и   
‒ полные дифференциалы. 



Эйлер, 1755, 
принцип симметрии:

«Вся теория мнимых, которым анализ теперь обязан 

столькими успехами, опирается главным образом на 

следующее основание: если Z есть какая-либо функция 

от z, которая после подстановки   

принимает такой вид:                  , то по подстановке  

             та же функция               , где буквы M и N 

означают всегда действительные количества» 



241 год назад Эйлер ввёл символ i мнимой единицы в 
докладе, сделанном в Академии наук в 1777 г., опубл. 1794:



Рассмотрим и исследуем подынтегральное выражение               , интеграл от логарифма 

дуг окружностей. Решение. Для этого мне представляется доступным ещё один способ, 

который, однако, требует мнимой единицы       , которую в дальнейшем мы будем 

обозначать буквой i, так что          , или, что то же,           . Прежде всего, заметим, что 

значение нашей формулы – это           ‒ можно заменить двумя частями   

и                              , и тогда наша формула может быть представлена как                , и 

тогда интеграл выразится как         .
(Эйлер Л. О формах дифференциалов углов, особенно с иррациональностями, которые интегрируются с помощью логарифмов и 

круговых дуг. Магистр естественных наук Академии представил 5 мая 1777 года. С. 183-194 // Эйлер Л. Интегральное исчисление. Том 

4. Санкт-Петербург: Типография Императорской академии наук. 1794. – С. 184).



1768, Эйлер 
о необходимости мнимых чисел



Введя долготу t, широту u и декартовы координаты на плоскости x и y, 

Эйлер получил общие условия конформности в виде                             ,  

                     , откуда                                                , или, полагая                       

и                , получим                              .  В результате получается отображение

                         . В картографии это называется проекцией Меркатора. При 

этой проекции сетка параллелей и меридианов изображается двумя 

семействами взаимно перпендикулярных прямых. 



1799 г., Каспар Вессель (1745-1818)
«Опыт об аналитическом 
представлении направления и его 
применениях, преимущественно 
к решению плоских и 
сферических многоугольников» 
был подан в Датскую Академию 
в 1797 г., опубликован на датском 
языке в 1799, но стал известен 
европейским математикам лишь 
в 1897 г. в переводе на 
французский. 



Вессель показал, что арифметика комплексных чисел так же истинна, как и 

арифметика положительных (абсолютных) чисел. Суммой двух комплексных 

чисел           и             Вессель называет диагональ параллелограмма, 

построенного на сторонах направленных отрезков, соответствующих 

слагаемым, т.е. параллельное смещение плоскости вдоль           . Умножение 

двух комплексных чисел                                     , где                    отражает 

вращение плоскости около точки О на угол φ с удлинением всех размеров в 

отношении        . 



1806, 1813/14. Ж. Р. Арган (1768-1822). 
Геометрическое истолкование комплексной 

плоскости 



1821 А. Коши (1789-1857). 
Analyse algébrique 



Analyse algébrique 



1826-1829. Коши. Теория вычетов
Название вычет (résidu - остаток) объясняется, по-видимому, тем, что Коши пришёл к этому 

понятию, отыскивая разность между интегралами, взятыми по таким двум путям, имеющим общее 

начало и конец, между которыми заключаются полюсы функции. Самый термин «вычет» встречается 

впервые в статье «Exercices de Mathématiques”, Vol.1, 1826, Sur un nouveau genre de calcul. Analogue de 

de calcul infinitesimal. P. 11-24.  Вот каким образом Коши вводит здесь это понятие: «Если, после того, 

как найдены значения x, обращающие           в бесконечность, прибавить к одному из этих значений, 

обозначаемому через     , бесконечно малое количество ε и далее разложить               по возрастающим 

степеням того же количества, то первые члены разложения будут содержать отрицательные степени ε и 

один из них будет произведением     на конечный коэффициент, который мы назовём вычетом функции

     , относящемуся к частному значению        переменной x». 



1831 г. Карл Фридрих Гаусс (1777‒1855)

Гаусс пользовался плоскостью 

комплексного переменного в 

своей диссертации (1799) и в 

совершенно явной форме – в 

«Теории биквадратичных 

вычетов» (1831). 





Гаусс: Если бы, исходя из представлений, даваемых 

многообразием двух измерений (которые с большой ясностью 

проявляются при пространственных соображениях), называть 

положительные величины прямыми, отрицательные – обратными, а 

мнимые – к ним перпендикулярными величинами, то мы имели бы 

простоту вместо путаницы, ясность вместо туманности. 



1844 и 1862 гг., Г. Грассман (1809-1877)
«Учение о протяжениях»

 Под произведением двух отрезков a, b 
мы понимает площадь образованного 
ими параллелограмма, имея в виду как 
величину, так и его положение, то есть 
мы полагаем             только в том случае, 
если параллелограмм, образованный 
отрезками a и b, не только равен по 
величине параллелограмму, 
образованному из отрезков c и d, но и 
лежит в параллельной с последними 
плоскости и имеет одно и то же 
направление. Если мы изменим местами 
факторы произведения ab, то смысл 
параллелограмма изменяется на 
обратный. 



Пикок Джордж, (1791-1858). 
Закон непрерывности 
эквивалентных форм

“§132. Law of the permanents of equivalent 
forms stated: Whatever form is algebraically 
equivalent to another, when expressed in 
general symbols, must be true, whatever those 
symbols denote”. [Peacock G. A treatise on algebra. 
London. 1830. 726  p., P. 104]. 

Законы операций алгебры должны 
оставаться неизменными, что бы ни 
означали символы, над которыми 
совершается операция.



1843 г. У. Р. Гамильтон (1805-1865). 
Создание теории кватернионов 

And how the One of Time, 
of Space the Three

Might in the Chain of 
Symbol girdled be?

Как можно охватить символами 
одно измерение времени и три 

измерения пространства?



Сэр Уильям Роуэн Гамильтон (англ. William Rowan Hamilton; 1805‒1865) ‒ 
королевский астроном Ирландии, математик, механик-теоретик, физик-
теоретик. С 1835  Гамильтон рассматривал алгебру ни как искусство, ни как 
язык, ни как науку о количестве, но скорее как науку о порядке в 
определённых рядах. Примером такого процесса является для него идеальное 
время, освобождённое от всех связей причинности и воздействий, так как оно 
по Канту является чистой интуитивной формой нашего внутреннего 
восприятия и лучше поэтому приспособлено, чем пространство, то есть форма 
нашего внешнего восприятия; во всяком случае, понятия «прошедшее», 
«настоящее» и «будущее» возникают в нашем сознании скорее, чем понятия 
«вперёд» и «назад» в пространстве; поэтому алгебра у него – это наука 
чистого времени. «Если геометрия опирается на интуицию пространства, то 
алгебра могла  бы опираться на родственную интуицию времени». 



В 1835 году Гамильтон опубликовал работу «Теория алгебраических пар», в которой дал 

новое построение теории комплексных чисел. Это была следующая форма   

комплексных чисел после алгебраической                   , тригонометрической   

и показательной               . Гамильтон стал рассматривать комплексное число          как 

алгебраическую пару          действительных чисел, то есть устранил геометрический 

элемент и свел комплексные числа к чистой алгебре, что позволило перейти к новому 

уровню геометрического обобщения ‒ поворот и растяжение на плоскости. Это дало 

возможность формализовать методы матфизики в задачах потока жидкости или тепла, 

гравитации, звуке, оптике. Но эти задачи решались в  двумерном пространстве.







Питер Гатри Тэт, 1831-1901
• Тэт написал около 70 статей о кватернионах и 

две книги. По просьбе Гамильтона Тэт 
задерживал выход в свет своей книги “An 
elementary treatise on quaternions” (1867), 
чтобы прежде появились «Элементы 
кватернионов» Гамильтона. В книге Тэта 
более упорядоченное построение, более 
строгий язык, чем у Гамильтона; нет многих 
«лишних» понятий, «не прижившихся» в 
математике, нет слов «компланарность», 
«коллинеарность» (у Тета были параллельные 
векторы).

• Векторы он обозначает и одной буквой 
(латинской или греческой), и через AB; 
употребляет запись             , которой не было у 
Гамильтона. Обозначение направленного отрезка 
через  AB  впервые использовал в 1828 г. Мёбиус. 
Книга Тэта – звено между работами Гамильтона 
и Максвелла. 



Оператор «набла»
В математической статье термин «набла» впервые встречается у Тэта (1890).



Джеймс Клерк Максвелл (1831-1879) 
Максвелл:

«Изобретение исчисления кватернионов 

есть шаг вперёд в познании величин, 

связанных с пространством, который по своей 

важности можно сравнить только с 

изобретением пространственных координат 

Декартом». 



Майкл Фарадей (1791-1867) 



Из теории кватернионов Максвелл тщательно отобрал самое необходимое, оно 

перенесено без изменений и только изложено в координатной форме. Так как при 

перемножении        получается выражение                                                                 , то 

естественным образом возникают         и не        , а обратная по знаку величина. Поэтому 

Максвелл и вводит в качестве характеристики векторного поля конвергенцию в точке 

(convergence – сходимость). Со временем, с заменой квадрата мнимой величины   

скалярным произведением           всё чаще стало употребляться понятие дивергенции 

(divergence – расходимость), пока наконец, это понятие и обозначение  не вытеснили    

  . Термин «дивергенция» и соответствующее обозначение предложил в 1878 г. 

английский математик Уильям Клиффорд (1845‒1879).



Почти такова же история градиента. Максвелл назвал вектор  

 скатом или склоном функции ψ, используя слово «склон» (slope), 

чтобы указать направление (и величину) наиболее быстрого 

убывания ψ, а для функции двух переменных – направление самого 

крутого склона поверхности. Термин gradient образован от 

латинского gradior – «идти вперёд». Термин вошёл с употребление в 

метеорологии, затем Максвелл заменил им свой the slope of ψ. 

[Maxwell J.C. A treatise on electricity and magnetism. Cambridge, 1891, 

c. 15], 





Следующий этап в создании векторного исчисления 

Уиллард Гиббс (1839-1903) и Оливер Хевисайд (1850-1925)



Векторы Гиббс продолжает обозначать греческими буквами, он сохранил 

гамильтоновы i, j, k, которые теперь они стали единичными векторами, и только с 

       . Гиббс определяет разные виды произведения векторов. Скалярное 

произведение при этом называется direct-product или dot-product, соответственно 

оно обозначается        и равно                   . Векторное произведение названо skew 

product или cross-product и выражено определителем  

Изложение векторного исчисления Гиббса стало классическим.  (Gibbs J.W. 

Vector Analysis. New Haven, 1925).



1867. Герман Ганкель (1839-1873). 
Теория комплексных числовых систем



Ганкель 
Принцип перманентности формальных законов

Если две части логической формы, выраженные 

общими знаками универсальной арифметики, равны 

между собой, то они должны оставаться равными и 

тогда, когда знаки, их выражающие, перестают 

обозначать обыкновенные величины, и вследствие 

этого и сами операции получают уже некоторый 

другой, но определённый смысл.



1926 г., Макс Борн (1882-1970)
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