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Cap. 2 Sisteme determinate de ecuatii algebrice liniare

2.1 Formularea problemei

== se considera sistemul de n ecualtii algebrice liniare cu n
necunoscute:
nxn nx1
X =b, AeR™ beR

& problema de calcul = determinarea unei solutii x € R™1 care s3 verifice sistemul dat

Definitie:

A € R™" - nversabild (nesingulard) dacad existd o matrice X € R™ ™" astfel incdt sa

notaue

fie indeplinitdrelatia: A-X=X-A=1,(A 1 ——X
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Teorema de existenta si unicitate:

Dacd matricea A € R™™ este inversabild, atunci oricare ar fi vectorul b € R™1 existd si este

unicd solutia sistemului dat: X = A7b

» Observatii:
o . v o . o o . . . o o -1
1. In practicd nu se recomanda calculul matricei inverse si apoi aplicarea relatiei x=A""-b

din cauza erorilor ce afecteaza operatia de inversare;
2. Nu se recomanda rezolvarea ecuatiei prin regula Cramer din cauza numarului mare de
operatii in virgula mobila.

& Exemplu: n = 20 — de calculat 21 determinanti = — 20! termeni

3.46 ani - )
i7-8086k (423.2 GFLOPS)

19 inmulfiri/ termen
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== Metodele numerice de rezolvare a unui sistem determinat de ecualii algebrice liniare

/\

metode directe: metode iterative (indirecte):
¢ sistem echivalent, direct rezolvabil prin mijloace * construirea unui sir de aproximatii pentru
elementare [] eliminarea progresiva a solutia sistemului, convergent la aceasta:
necunoscutelor (eliminare gaussiana) k— o0
. . . " {x} —x
e prin transformari elementare de echivalen{a, se — k20 ~
aduce matricea A la anumite forme tipice: l
u, B N0 u, l, 0 0 O lim | x—x™ || =0
— — o
0 N i W N N I koo
U= L=
N i X W 0 . :
e calculele se opresc la un index de iterare
0B 0 uy, | L 00 L, [s], cand este indeplinita condifia:
. . .. , HX[S] —X[S_l] || <e.
matrice superior matrice inferior 2 = o = ©impus
triunghiulara triunghiulara

e procedura de transformare [ trianqularizare
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2.2 Rezolvarea sistemelor prin triangularizare directa

2.2.1 Principiul metodei

== se considera sistemul de n ecuatji algebrice liniare cu n
necunoscute:

A-x=bh, A€ Rnxn’b e Rx1

= notatie: A =[a;],
I<j<n

= matricile: [a,],....,[a;]i4< - Submatrici principale (minori principali directori) ale lui A

Teorema:
Dacd matricea A € R™™ are toate submatricele principale inversabile (nesingulare), atunci existd
matricele L, D, U € R™ " gstfel incét:
A=L-D-U
unde L este o matrice inferior triunghiulara, D este o matrice diagonala Si U este o matrice superior

triunghiulara.
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Observatii:

1. uzuale sunt factorizarile: A = L - U (factorizare L-U);

2. demonstratia teoremei enuntate este constructiva, constituind insusi algoritmul de
descompunere L-U a matricei A;

3. algoritmul de descompunere > procedeul de eliminare gaussiand a necunoscutelor

- matricea A este adusa la forma superior triunghiulara in urma unui sir de transformari
de asemanare =2 se “acumuleazd” intr-o matrice inferior triunghiulara, cu elementele
de pe diagonala principala egale cu 1 (descompunere Doolittle);

4. considerand descompunerea L-U a matricei sistemului A, rezolvarea sistemului implica doua
subetape:

a) substitutie inainte: rezolvarea sistemului L -y = b

- din aproape 1n aproape: y; din prima ecuatie = y, din a
doua ecuatie 2 ...y, dinultima ecuatie (y = [y;]i=17)

b) substitutie inversa: rezolvarea sistemului U- x =y

- din aproape 1n aproape: x,, din ultima ecuatie =2 x,,_; din
penultima ecuatie = ... x; din prima ecuatie (x = [x;];=17)
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Propozitie:
Daca matricea A admite o descompunere L-U, atunci aceasta descompunere este unica.

& procedura de triangularizare directa necesita un numar de operatii in virgula mobila de

ordinul lui "3/3;
@ dacd matricea A este simetricd (A = A”) si pozitiv definitd (Vx € R™ !, x # 0,1, x
A-x>0s5i2xT-A-x=0 x =0,x1), Asedescompune subforma 4 =L - LT

T,

(descompunerea Cholesky).

2.2.2 Procedura de triangularizare directa a unei matrice

& algoritmul triangularizarii directe:

atribuie 4, «— A
_pentru k =1,n—1 executa
* determinare matrice M, astfel incat A,,; = M, - A, sa aiba elementele:

al.[";{+1]=0,i=k+1,...,n si al['kjﬂ]:ai[’kj],i=1,.--,n; j=1..,k—-1

atribuie A, «— M, - A,

- X
atribuie U «— A,,
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=~ algoritmul parcurge (n — 1) etape in care se zerorizeaza elementele unei coloane, situate sub

diagonala principala, lasand nemodificate coloanele transformate la etapele anterioare

@ notatie: & = ¢, (Ax); ¢k (Ag) - coloana k a matricii 4, = [ai[’;.]
- Jdij=1,..n

T k k k k] 4T
E=[g, B & &, 0 g 1"=[N B ) al, B al

@ M, se construieste incat M, - é=1[& - & 0 - 0]F
& se considera vectorul de multiplicatori: my; =[0 - 0 Hk+1k ~ Hak]T
Definitie:

Matricea M,, se numeste matrice de transformare elementard de ordin n si indice k sau matrice

Gauss si este definita prin:
M, =1, -m, -¢,

unde e;, este coloana k a matricii unitate de ordin n, I,,.
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1> proprietati ale matricilor Gauss:

e suntinferior triunghiulare;
* elementele diagonalei principale sunt egale cu 1;

* sunt nesingulare, avand inversa:

-1 T
My =1, +m, -¢e,
& efectul aplicarii matricei M}, asupra vectorului ¢:

M, -&=(I, -m, e ) E=E-m, ‘e, -E=E—m, -,
=[& ¥ & @kﬂ,k'ak M %‘HEDT

trebuie zeroriza

& presupunéndse aleg multiplicatorii Gauss: (=6 /&,1=k+1,..,n
pivot

M, -g=[g, @ g o0 B o]
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Observatii:

1. 1n practic, pe calculator, etapa k descrisd mai sus se poate realiza testand conditia:

k
lali [>€

. - k . . y . .
in loc de a verifica a,[cg # 0, unde ¢ este o constanta impusa, de valoare mica sau foarte mica
(de exemplu, epsilonul-masind); aceasta se realizeaza datorita faptului ca, daca in aritmetica
exacta pivotul este nul, Tn aritmetica virgulei mobile, datorita erorilor de calcul, aceasta situatie

. o k
este echivalents cu: |al| [<g;

2. Cand pivotul este in modul mai mic sau egal cu &, eliminarea gaussiana esueaza; aceasta
corespunde situatiei cand matricea initiala A are submatricea principala de ordin k singulara,

deci conform teormei enuntate anterior, descompunerea L-U a matricei A nu exista.

& efectul aplicarii transformarii Mj, asupra celorlaltor coloane ale matricei Ay :

-se considerd unvectorn # &, cun =[N = M]’

M= B me Mgy =M e B0 My =B
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Concluzii:

1. Matricea M lasa nemodificate primele k — 1 coloane ale matricei A:

n=c;(A)=l 0 * 0 @ 0K Q]T, j<k,j=L...k-1

A

Mk'gj(Ak):[T * 0 W 0 0—pyy, -0 K O_Hn,k'O]T

IR k
=¢,(A)

2. Matricea My transforma coloana k a matricei A, zerorizand liniilek + 1,---,n;
3. Matricea My transforma coloanele k + 1, ---,n ale matricei Ay in liniilek + 1, -, n:

n=c;(Ay), j=k+1.,n

— [k] (k] (k] [k]7T
Mk'Qj(Ak)—[* W A~ Bk 3k i an; —Hax -ap;]

(notatia * semnificand faptul ca elementele implicate raman nemodificate)
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=~ tabloul general al

transformarilor:
M, -l -M,-M,-A=U

!

A=M;""M;".f -M.]','U === A=L-U

T

L

n—1
\. L=M" M-8 M =1 +>m, e
k=1

Observatie:

1. Matricea L este inferior triunghiulara unitate si contine in fiecare coloana, sub

elementul unitar de pe diagonala principala, subvectorii Gauss;

2. Prima sub-etapa de rezolvare a sistemului A - x = b este substitutia inainte aplicata
sistemului de ecuatiiL-y = b :
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Concluzie:

La triangularizarea simpla, unde elementele matricei A se modifica corespunzator relatiei:

[k+1] _ ,[K] [kl _ e
ay =ay —Uyoca, i=k+l.,n; j=k..,n

multiplicatorii y;;, pot avea, in principiu, orice valoare
- daca aceste valori sunt mari sau foarte mari, atunci:
* pot apare fenomenele de omitere catastrofala si/sau de neutralizare a
termenilor;

. lifics . n .. [K]
amplifica erorile prezente in termenii akj .

triangularizarea simpla este instabild numeric

=~ stabilizarea algoritmului triangularizarii unei matrici [J multiplicatori Gauss cu modul subunitar
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1= Exemplu numeric:

a =
i 3 1 matricea inifiala, A,
3 2 -4
=1 5 3 iterafiile triangularizarii

multiplicatorii Gauss

U =
1.0000
0
0

a = g =

L:
1 -2 1 1.0000 -2.0000 SR
0 8 =1 0 8.0000 4 3'0000

0 4 0 0 6.6250 y
-1.0000
A A

-2.0000
8.0000

1.0000
0.3750

1.0000
-7.0000
6.6250

1.0000
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2.3 Rezolvarea sistemelor prin triangularizare cu pivotare partiala

=~ principiu: la pasul k se cauta pivotul printre elementele din coloana k, pornind de la
elementul de pe diagonala principala in jos, alegandu-se elementul care are
cea mai mare valoare in modul:

k] = (k] |y —
la; \ = Egliggé{‘ai,k [} =&

U

Kk
N\

| | — I

|
k

Fig. 2.1 Principiul triangularizarii cu pivotare partiala a unei matrice: pivotul
se gaseste in coloanak, liniilek+n; k=1,...,n-1

% dacd i, # k = se permuta liniile k si i}, cu ajutorul matricii de permutare de linii P,
k Y 3l ik J k

P -A, A =M (P -Ay)




