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3.1. Определение криволинейного интеграла 
первого рода (или по длине дуги) и его свойства. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Кривая линия L называется гладкой, если в каждой ее точке существует 
касательная прямая, непрерывно меняющаяся вдоль кривой линии. Кусочногладкой кривой называется 
непрерывная кривая, состоящая из конечного числа гладких кусков кривой линии.
Пусть на кусочно-гладкой кривой L взята дуга      ,  , вдоль которой определена функция f(P)=f(x, y).

                Разобьем дугу          произвольным образом на n

                                                                      элементарных дуг                  ,              длины которых                                      
обозначим через ΔLi . Пусть max ΔLi  -наибольшая из длин

 всех элементарных дуг. На элементарной дуге                   выберем 
произвольную точку Pi(ξi,ηi), вычислим значение функции в этой точке и умножим его на длину ΔLi − 
меру элементарной дуги . Составим сумму таких произведений по всем элементарным дугам

(1)

Сумму Sn называют интегральной суммой для функции f(x, y) по дуге           . Каждому способу 
разбиения дуги на элементарные части и выбору в них точек Pi отвечает определенная интегральная 
сумма Sn .
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Если при стремлении max ΔLi  к нулю, т.е. При неограниченном увеличении числа n 
элементарных дуг, интегральные суммы (1) стремятся к конечному пределу, который не зависит ни от 
способаразбиения дуги на элементарные части, ни от выбора точки Pi в них, то этот предел называется 
криволинейным интегралом первого рода от функции f(P) по дуге               и обозначается символом



3.1. Определение криволинейного интеграла первого рода 
(или по длине дуги) и его свойства. Продолжение

Таким образом, по определению (2)

В выражении         переменные х и у не независимы, а связаны условием: точка (x, y) лежит на 
кривой AB.

Теорема (существования криволинейного интеграла первого рода.) Если функция f(x, y) непрерывна 
вдоль кусочно-гладкой кривой AB, то криволинейный интеграл (2) существует.

Интеграл (2) в задачах физики и механики численно выражает массу материальной кривой AB, 
которая распределена вдоль нее с линейной плотностью ρ = f(P) = f(x, y). В самом деле, массу Δmi 

дуги                длины ΔLi можно принять равной приближенно массе дуги с постоянной плотностью 
f(Pi), такой, как в точке Pi , т.е. Δmi ≈ f(Pi)ΔLi . Суммируя по всем элементарным дугам найдем 
приближенное значение массы m:

(3)

Свойства криволинейных интегралов аналогичны свойствам определенных интегралов. 
Выполняются свойства линейности, монотонности, аддитивности, оценка по модулю, теорема о 
среднем. Вместе с тем следует выделить особое свойство:
Теорема. При изменении направления интегрирования криволинейный интеграл первого рода не 
меняет своего значения, т.е.



3.2. Вычисление криволинейного интеграла 
первого родаТак как дифференциал длины дуги в декартовых координатах имеет вид:

 
1) если дуга               задана в  двухмерном пространстве, т.е. на плоскости - 

2) если дуга               задана в трехмерном пространстве -  

то вычисление криволин. интеграла по длине дуги сводится к вычислению определенного интеграла.
а) если гладкая кривая AB задана на плоскости параметрическими уравнениями

(4)

б) если гладкая кривая AB задана явным уравнением

(5)

в) если гладкая кривая AB задана в полярной системе координат уравнением ρ = ρ(ϕ), ϕ1 ≤ ϕ ≤ ϕ2 , то                         
             . Так как

(6)

При переходе от криволинейного интеграла к определенному переменная, выбранная в качестве 
основной, должна пробегать промежуток своего изменения в сторону возрастания, элемент dL 
длины дуги должен быть положительным.
Если линия AB кусочно-гладкая, то ее нужно разбить на отдельные части и интеграл вычислить, как 
сумму интегралов, взятых по этим частям кривой.



3.2. Вычисление криволинейного интеграла 
первого рода. Пример

Согласно формуле (3) имеем                   .     

Исходя из данного уравнения кривой, преобразуем криволинейный интеграл в определенный с 
переменной х в соответствии с формулой (5):



3.3. Задача о работе силового поля. Определение 
криволинейного интеграла второго рода (или по 

координатам)Рассмотрим плоское силовое поле, т.е. некоторую плоскую область D в плоскости xOy, к каждой 
точке P которой приложена сила          . Тот факт, что сила F  зависит от точки ее приложения, 
записывают в виде:                   . Проекции вектора силы F    обозначим через X и Y; они также 
являются функциями переменных x и y. Тогда
Определим работу этого силового поля при перемещении материальной точки вдоль некоторой 
кривой MN, расположенной в области D

Из физики известно, что если сила F   постоянна (и по
величине и направлению), а путь MN прямолинеен, то
соответствующая работа равна произведению величины 
этой силы на косинус угла между силой и направлением 
MN , т.е. работа А равна скалярному произведению 
векторов F  и MN , т.е. 

Найдем теперь выражение для работы в общем случае, т.е. 
когда сила       переменна, а путь MN криволинеен.



3.3. Задача о работе силового поля. Определение 
криволинейного интеграла второго рода (или по 

координатам). Продолжение

(7)



3.3. Задача о работе силового поля. Определение 
криволинейного интеграла второго рода (или по 

координатам). Продолжение
Тогда, в общем виде. Пусть на плоскости задана гладкая линия MN. Установим на ней 
определенное направление движения, которое происходит от M к N. Кривую с установленным на 
ней направлением движения назовем ориентированной кривой. 

Иначе, вектор-функция

Эту сумму называют интегральной суммой для вектор-функции                        по линии MN.

(8)



3.3. Задача о работе силового поля. Определение 
криволинейного интеграла второго рода (или по 

координатам). Продолжение

(9)

Интеграл (9) можно записать в виде суммы двух криволинейных интегралов по координатам x и y

то его называют еще составным криволинейным интегралом по координатам.



3.3. Задача о работе силового поля. Определение 
криволинейного интеграла второго рода (или по 

координатам). Продолжение

Работа силового поля при перемещении материальной точки по кривой MN выражается
криволинейным интегралом второго рода

Если вектор                        задает силовое поле, то криволинейный интеграл второго рода выражает 
работу этого поля вдоль линии MN. В этом состоит физический смысл криволинейного интеграла 
второго рода.

Аналогично определяется криволинейный интеграл второго рода для вектор-функции

заданной вдоль пространственной кривой MN, записывают так:



3.4. Существование и вычисление 
криволинейного интеграла второго рода

(10)

(11)



3.4. Существование и вычисление 
криволинейного интеграла второго рода. Продолжение

Частные случаи формулы (10): 

(12)

(13)

В случае замкнутого контура интегрирования условимся брать 
направление движения по кривой L так, чтобы область, ограниченная 
этой кривой, оставалась слева. Такое направление интегрирования 
называют положительным. Перемещение в противоположном 
направлении называют отрицательным.



3.5. Свойства криволинейного интеграла второго рода. 

Криволинейный интеграл второго рода, наряду с теми свойствами, которые аналогичны 
свойствам интеграла первого рода, обладает следующим отличительным свойством:

при изменении направления пути интегрирования криволинейный
интеграл изменяет свой знак на противоположный, т.е.



Пример 

а) из уравнения линии OB y = x найдем dy = dx. Используя формулу (12), получим

б) воспользуемся формулой (13), выбрав в качестве переменной интегрирования в определенном 
интеграле переменную y . 
Из уравнения



Пример 

в) контур интегрирования разбиваем на три участка OА, AB, BO, обходя его против часовой 
стрелки, т.е. в положительном направлении:


