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ЗАДАЧА ПОИСКА ПАРОСОЧЕТАНИЯ МАКСИМАЛЬНОЙ МОЩНОСТИ В 
ДВУДОЛЬНОМ ГРАФЕ 

 

Двудольные графы возникают при моделировании отношений между двумя 
различными классами объектов. Например, граф футболистов и клубов, 
ребро соединяет соответствующего игрока и клуб, если игрок играл в этом 
клубе. Паросочетанием в двудольном графе называется подмножество 
ребер M  ⊆ E такое, что никакие два ребра не имеют общих концов. 
Мощностью паросочетания назовём количество рёбер в нём. 
Наибольшим (или максимальным) паросочетанием назовём 
паросочетание, мощность которого максимальна среди всех возможных 
паросочетаний в данном графе. Если в паросочетании участвуют все 
вершины, то такое паросочетание называется  совершенным. 



ТЕОРИЯ ОБОБЩЕННЫХ ПАРОСОЧЕТАНИЙ

� При решении практических задачах вершины двудольного 
графа рассматриваются как некоторые объекты – люди или 
организации, например: пользователи и сервера, к которым 
они обращаются, абитуриенты и места в ВУЗах, куда они 
поступают, соискатели и работодатели.

� Д. Гейлом и Л. Шепли в 1962 г. была предложена теория 
обобщенных паросочетаний, где рассматриваются 
предпочтения участников относительно друг друга, а также 
существует возможность не соглашаться на предписанное 
распределение.  Д. Гейл и Л. Шепли ввели понятие 
устойчивого обобщенного паросочетания, то есть такого 
распределения от которого участники не захотят отказаться. 
Ими было доказано, что такое паросочетание всегда 
существует, а также предложили алгоритм его построения. 



ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ
Задача 1: «выпускники – место распределения». 
Распределение выпускников-медиков по клиникам. Имеется множество кандидатов и 
множество клиник, каждая клиника принимает определенное число выпускников, нужно 
найти устойчивое распределение кандидатов-медиков по клиникам. 
Важно, что учитываются предпочтения клиник и выпускников по отношению друг к другу, 
кроме того, выпускники не обязаны поступать в какую-то клинику, если не хотят в ней 
работать, аналогично, клиника не обязана принимать медика, если не рассматривает его в 
качестве возможного работника, даже если остались свободные места. В теории обобщенных 
паросочетаний эта модель называется «один ко многим».

Задача 2: «соискатели – работодатели». 

Работодатели определяют минимальные предпочтения относительно возраста, образования, 
квалификации кандидатов, дополнительных навыков. Кроме того, используются 
дополнительные методы оценки: психологические и личностные тесты, определяющие, 
насколько хорошо кандидаты могут выполнять рабочие задания. 

Соискатели вакансий учитывают такие факторы, как предлагаемая заработная плата, 
возможность карьерного роста, наличие социального пакета, график работы, территориальное 
расположение места работы и прочее. 

Необходимо составить устойчивые паросочетания между множествами работодателей и 
соискателей с учетом критериев предпочтения относительно друг друга.



ОБЩАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В общем случае рассматриваются задачи группировки в пары 
элементов двух множеств так, чтобы каждую пару образовывали 
один элемент первого множества и один элемент второго 
множества. Считаются заданными взаимные предпочтения 
элементов одного множества на совокупности элементов другого 
множества.
Задача заключается в следующем: требуется сформировать пары 
таким образом, чтобы наилучшим образом удовлетворить 
предпочтения участников. 
Классической интерпретацией этой задачи является задача о 
«женихах и невестах».
В зависимости от личных симпатий, каждая женщина ранжирует 
мужчин в порядке убывания своих предпочтений, а каждый 
мужчина ранжирует женщин. Предпочтения участников друг 
относительно друга являются строгими линейными порядками. 



ЗАДАЧА О МАРЬЯЖЕ (СТАБИЛЬНЫХ БРАКАХ)
�  



МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
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АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ

�  



ДОКАЗАТЕЛЬСТВО УСТОЙЧИВОСТИ РЕШЕНИЯ

�  



АНАЛИЗ ПОЛУЧЕННОГО РЕШЕНИЯ

�  



ВЫВОД

� Решение SА задачи группировки в пары, конструируемое 
алгоритмом Гейла-Шепли в режиме А, является 
одновременно А-наилучшим и В-наихудшим.

� Решение SВ задачи группировки в пары, конструируемое 
алгоритмом Гейла-Шепли в режиме В, является 
одновременно В-наилучшим и А-наихудшим.

Утверждение: 
Задачи группировки в пары элементов двух множеств имеет 
единственное устойчивое по Гейлу-Шепли решение, тогда и 
только тогда, когда решения SА и SВ совпадают.



ОБОБЩЕНИЯ ЗАДАЧИ

�  



МОДИФИКАЦИЯ АЛГОРИТМА

�  



ОБОБЩЕНИЯ ЗАДАЧИ

2. Случай неполных списков предпочтений 
Задача группировки в пары в случае, когда в рейтингах, составленных как 
мужчинами, так и женщинами, могут участвовать не все представители 
противоположного пола. 
Считается, что каждый человек вступает в брак только с тем, кто указан в 
списке его (её) предпочтений, то есть он (она) скорее останется холостым 
(незамужней), чем заключит брак с тем, кого в этом списке нет.

Единственное возможное паросочетание здесь – (Aa; Bb, Cc). Однако оно 
неустойчиво из-за того, что для B более предпочтительным является элемент c.
Таким образом, теорема существования устойчивых паросочетаний, справедливая 
для полных списков предпочтений, не распространяется на случай неполных 
списков.



ПРЕОБРАЗОВАНИЕ НЕПОЛНЫХ СПИСКОВ В ПОЛНЫЕ

�  



ВЫВОДЫ:

Теорема существования устойчивых паросочетаний, 
справедливая для полных списков предпочтений, не 
распространяется на случай неполных списков.
Теорема 1. Полная система имеет устойчивое паросочетание с 
парой (a,b) тогда и только тогда, когда существует 
устойчивое паросочетание для неполной системы.
Теорема 2. Если полная система имеет устойчивое 
паросочетание с парой (a,b), то эта пара входит во все 
устойчивые паросочетания для этой системы.
Таким образом, для того чтобы сделать вывод о существовании 
устойчивого паросочетания в неполной системе, достаточно 
получить одно устойчивое паросочетание для полной системы. 
Если в нём нет пары (a,b), то в неполной системе нет 
устойчивых решений. Если решение существует, то, исключив 
из найденного устойчивого решения полной системы пару (a,b), 
мы получим устойчивое решение для неполной системы



МОДИФИКАЦИЯ АЛГОРИТМА

Режим А:  
1. В первом туре все a – элементы делают предложение наиболее предпочтительным для 

него b – элементам.
2. Если b – элемент получил несколько предложений, то из всех поступивших 

предложений выбирает наилучшее, а все остальные отвергает. 
3. Если b – элемент получил только одно предложение от a – элемента, который не 

входит в его систему предпочтений, то его предложение также отвергается.
4. Таким образом, результатом первого тура является перечень сохраняемых 

предложений и перечень a – элементов, чьи предложения были отвергнуты. 
5. Во втором и последующих турах a – элементы, чьи предложения были отвергнуты, 

делают новые предложения следующему b – элементу из своего списка предпочтений. 
Если список предпочтений a – элемента исчерпан, то в этом и последующих турах он 
не участвует.

6. Шаги 1- 3 повторяются до тех пор, пока на некотором k-ом туре не окажется пустым 
множество отвергнутых предложений. 

7. Совокупность всех сохраняемых на момент завершения k-ого тура предложений 
образует матрицу, являющуюся решением задачи.

8. Алгоритм прекращает работу, когда больше нет мужчин, желающих сделать 
предложения, то есть каждый «свободный» мужчина сделал предложение всем 
женщинам, которых он предпочитает одиночеству, и был отвергнут. 

Действия алгоритма Гейла-Шепли, функционирующего в режиме B, аналогичны режиму 
А.



ТРАНСПОРТНАЯ ЗАДАЧА ПРИ НАЛИЧИИ ИНДИВИДУАЛЬНЫХ ПРЕДПОЧТЕНИЙ

Транспортная задача в классическом варианте: 

Существует m пунктов производства однородного продукта и n пунктов потребления. 
Считаются заданными объемы производства для каждого пункта производства и объёмы 
потребления для каждого пункта потребления, исчисляемые в некоторых единицах (в литрах, 
штуках, тоннах или других). При этом полагается, что суммарный объём производства равен 
суммарному объему потребления. Известны транспортные расходы, связанные с перевозкой 
единицы продукта из пункта производства в пункт потребления.
Требуется составить такой план перевозок, при котором запросы всех пунктов потребления 
удовлетворяются полностью за счет полного вывоза продукта, произведенного в каждом из 
пунктов производства, а суммарные транспортные издержки являются минимальными.
        В современных условиях рыночной экономики транспортные затраты, как правило, 
закладываются в себестоимость продукции. В связи с этим на первый план выдвигаются другие 
критерии, связанные со значениями некоторых параметров, таких как длина коммуникаций, 
наличие подъездных дорог, своевременность поставок, качество продукции, 
платёжеспособностью потребителей и т.д. На основании этих критериев формируются матрица 
предпочтений производителей на множестве потребителей и матрица предпочтений 
потребителей на множестве производителей.
       Таким образом, задача заключается в нахождении оптимального плана поставок продукции 
от производителей к потребителям при наилучшем выполнении заданных предпочтений.



МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ЗАДАЧИ

�  



ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Необходимо найти устойчивое решение, удовлетворяющее 
ограничениям (1) – (3) при наилучшем выполнении заданных 
предпочтений. 
 
Определение. Решение Х называется устойчивым по 
ГейлуШепли, если не существует такого пункта производства 
аi и такого пункта потребления bj, которым исходя из 
имеющихся предпочтений было бы лучше увеличить поставку 
xij на некоторую величину δ > 0 за счёт соответствующего 
уменьшения поставок из ai в менее предпочтительные для него 
пункты потребления и поставок в bj из менее 
предпочтительных для него пунктов производства.



АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ

1. В режиме «А», тур первый, каждый пункт производства аi делает 
предложение на поставку всей производимой им продукции наиболее 
предпочтительному для аi пункту потребления.
2. Каждый пункт потребления bj суммирует объёмы поступивших 
предложений (Gj – результат суммирования) и определяет соотношение 
между предложением и потребностью.
3. Если Gj ≤ Wj  все предложения сохраняются, в противном случае bj 
должен отвергнуть предложения менее предпочтительных для него 
производителей. Gj ⎯ Wj - суммарный объём отвергнутых предложений. 
4. На втором и последующих этапах пункты производства, чьи 
предложения были отвергнуты на предыдущем этапе, делают 
предложения следующим в порядке убывания предпочтений элементам 
bj. Переход к пункту 2.
5. Процесс завершается, когда множество отвергнутых предложений 
пунктов потребления оказалось пустым. 
Режим «В» реализуется аналогично, но инициатором диалога являются 
пункты потребления, которые делают заявки наиболее предпочтительным 
для них пунктам производства.



 

Содержательная постановка задачи
В задаче простого обмена считается определённой совокупность 
участников. Известно множество предметов, принадлежащих 
участникам. Каждый участник обладает и может обладать только 
одним предметом. Для  каждого участника указано имеет 
собственную систему предпочтений на множестве желанных для 
него предметов. Предпочтения участников задаются с помощью 
бальных оценок, выставленных им для каждого предмета из 
заданного множества предметов. Более предпочтительным 
предметам выставляются более высокие оценки.
Задача заключается в следующем: требуется перераспределить 
предметы между участниками таким образом, чтобы наилучшим 
образом удовлетворить их предпочтения



МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ЗАДАЧИ
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
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АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 
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