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Линейная зависимость между переменными

Y= b1X+b0±ε



Линейная зависимость между переменными

R=0

R=1

Ложная корреляцияСовместный эффект

Функциональные преобразования факторов

Статистическая
незначимость

R=0R~1



Метод наименьших квадратов и другие методы оценки коэффициентов
МНК

b1=σy/σx

b1=(σy/σx)R

b0=Yср-b1Xср



Оценка эффективности коэффициентов уравнения регрессии

Коэффициент B1 уравнения

Коэффициент B0 уравнения

Расчетное значение Yр

Доверительные интервалы 
уравнения регрессии



Простая и множественная регрессия

Y= b1X+b0±ε

Y= b1X1+b2X2+… +b0±ε

Y= b1*X1*X2+ … +b0±ε

Y= b1X+ b2*X1*X2+…+ b0±ε

аддитивная

мультипликативная

смешанная с совместными эффектами

Y= b1X
2+ b2*X1*X2+ b3logX3 +…+ b0±ε

смешанная с совместными эффектами и функциональными 
преобразованиями факторов



Методы построения уравнений регрессии

Алгоритм:
-рассчитывается регрессионное уравнение, включающее все переменные (факторы);

-рассчитывается величина частного F-критерия для каждой из рассматриваемых 
-переменных, как будто бы она была последней переменной, введенной в регрессионное 
уравнение;

-наименьшая величина частного F-критерия, обозначаемая через  FL, сравнивается с заранее 
выбранным уровнем значимости (F0);

-если FL<F0, то переменная XL , связанная с FL,  исключается из рассмотрения и 
производится перерасчет уравнения регрессии с учетом оставшихся переменных, 
затем снова рассчитывается величина частного F-критерия для каждой из оставшихся 
переменных и процедура повторяется;

- если FL>F0, то остается то уравнение, которое построено.

1. Метод исключения

Частный F-критерий -  отношение среднего квадрата новой переменной Xi
с одной степенью свободы к дисперсии модели. 



Включаются все переменные по очереди до тех пор, пока регрессионное уравнение не станет 
удовлетворительным. 

Алгоритм:
-прежде всего выбирается переменная X1, имеющая наиболее высокий коэффициент парной 
корреляции с Y и определяется расчетное значение Yр по однофакторному уравнению с X1;

- определяется частный коэффициент корреляции между остатками E=Y-Yр и остальными 
переменными за исключением X1;

-выбирается величина X2, которая имеет наибольший частный коэффициент корреляции и 
находится второе регрессионное уравнение Y=f(X1, X2);

-далее включенная переменная X2 исследуется на эффективность включения по частному F-
критерию таким же образом, как и в методе исключения;

- также, если FL>F0, то переменная остается в уравнении, если FL<F0, то исключается и 
процедура повторяется для следующей переменной с наибольшим частным коэффициентом 
корреляции.

Методы построения уравнений регрессии
2. Шаговая процедура



Оценка эффективности уравнения

Таблица дисперсионного анализа

Фундаментальное уравнение
регрессионного анализа



Остатки любой эмпирической зависимости определяются как разности между 
фактическими (наблюденными) и расчетными значениями: 

                                                                       
                   εi=Yi-Ÿi,                                                       

где: Yi - фактическое (наблюденное) значение, Ÿi - рассчитанное по 
зависимости,  εi – остаток или погрешность полученной зависимости.  

или               Δi =(Yi-Ÿi )/ Yi ,                                               

Наиболее распространенной обобщенной характеристикой остатков 
является их среднее квадратическое отклонение (σi): 

или:

В качестве обобщенной меры может служить также величина:

                                      Δ’=(1-R2)*100%,                                                   

которая характеризует долю исходного рассеивания (в %), не объясненного с 
помощью построенной зависимости.

Методы анализа остатков



Всесторонний анализ остатков включает в себя оценивание:
- резко отклоняющихся экстремальных значений;
- смещенности остатков;
- случайности остатков на основе хронологического графика;
- случайности остатков в зависимости от каждого фактора, входящего в уравнение;
- случайности остатков в зависимости от расчетных значений.

Смещенность
Наличие смещенности остатков определяется тем, что среднее их значение не 
равно нулю или статистически значимо отличается от нуля. 

Как правило, наличие смещенности может иметь место для уравнений 
балансового вида (уравнение водного, руслового и других видов баланса), где 
невязки уравнений характеризуют как неучтенные факторы, так и все 
систематические погрешности составляющих. 

Смещенность остатков необходимо исключать или путем корректировки 
свободного члена уравнения или тех коэффициентов и факторов, которые ее 
обусловили. 

Методы анализа остатков



Случайность остатков во времени

Два пути: 
-применение известных статистических критериев оценки случайности и 
стационарности (критерии Стьюдента, Фишера и другие);
- применение графического анализа остатков в зависимости от времени.

При неслучайном характере возможны следующие основные варианты:

- полоса разброса остатков сужается или расширяется, что связано с 
непостоянством дисперсии остатков во времени;

-полоса остатков имеет одинаковую ширину, но изменяется (линейно или 
нелинейно) в зависимости от времени, что свидетельствует о нестационарности 
средних значений остатков.

Методы анализа остатков



Случайность остатков от факторов и расчетного значения
Возможны следующие ситуации:
- зависимость отсутствует и полоса остатков горизонтальна и симметрична 
относительно нулевого значения, что свидетельствует о случайности 
погрешностей; 
- зависимость представлена сужающейся или расширяющейся полосой остатков от 
фактора, что свидетельствует о неоднородности дисперсии остатков, которую надо 
учитывать взвешенным МНК или предварительным преобразованием Yi;
- линейная зависимость остатков от фактора свидетельствует о том, что линейный 
эффект данного фактора в уравнении исключен неверно;
- нелинейная зависимость остатков от фактора свидетельствует о том, что в 
уравнение необходимо ввести нелинейные члены от Xi или произвести 
преобразование Yi.

Проверка построенного эмпирического уравнения на независимом от 
расчета материале наблюдений.  

Анализ остатков в случае независимой проверки осуществляется теми же 
способами: на резко отклоняющиеся экстремумы, в зависимости от времени, 
факторов и расчетного значения. 
Необходимо отметить, что должен иметь место оптимум между количеством 
информации, используемой для построения зависимости и для ее независимой 
проверки. 



Методы анализа остатков

(1) Дисперсия не постоянна, а расчетт со 
временем – следует использовать взвешенный МНК

(2) В модель следует следует включить фактор 
времени

(3) В модель должны быть включены линейный и 
квадратичный члены от времени.



ПРИМЕР   Оценка эффективности эмпирической зависимости

Слой поверхностного стока весеннего половодья (Y) на р.Оке – с.Половское 

Y = 0.80X1 + 0.86X2 – 104,

где:  X1 = S +  Sл  + Xос ,  
S -  максимальные запасы воды в снеге (мм),  Sл – запас воды в ледяной корке 
(мм),  Xос – осадки за период половодья (мм);

X2 = (L * e)/50, L – глубина промерзания почвы (см), e – величина осеннего 
увлажнения почвы (см). 



Анализ остатков эмпирической зависимости для расчета слоев половодья

зависимость остатков от 
времени (ε=f(t)) 

зависимость остатков от 
расчетных слоев стока (ε=f(Y') 

зависимость остатков от 
первого фактора (ε=f(X1)

зависимость остатков от 
второго фактора (ε=f(X2) 



Выводы:
-с 1967 г. остатки зависят от времени и имеет место существенное систематическое 
завышение слоя стока половодья, вычисленного по эмпирической зависимости 
(рис.1а);

-наклонная полоса рассеяния на рис.1б показывает, что отклонения от полученной 
эмпирической зависимости носят систематический характер: отрицательные 
остатки соответствуют большим по величине значениям расчетных слоев стока, 
положительные – малым, что свидетельствует о неточном определении свободного 
члена в уравнении;

-изгиб полосы рассеяния на рис.1в показывает, что в уравнении необходимо учесть 
нелинейность зависимости  Y от X1;

- из рис.1г следует, что коэффициент перед X2  также определен неверно.



Y = 0.76X’1 + 0.14*10-5X2
2 + 13.8

где:  X’1=X10 *γп     и 
X10 – средний максимальный снегозапас в бассейне (мм), осредненный по 10 
метеостанциям, для которых коэффициент корреляции снегозапасов со стоком 
половодья >0.5;   
γп = Кп * βп   и  
Кп – модульный коэффициент приведенных запасов влаги в почве,  
 βп = sin (α’+100), tg α’= КН и  
КН  - модульный коэффициент промерзания;  

X2 – слой стока за март (мм). 

Коэффициент корреляции полученного уравнения равен 0.89 

Новая эмпирическая зависимость: 


