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فصل اول: بردارھا



 كمیتھایي مانند سرعت یا شتاب یك متحرك و نیروي وارد بر

 یك جسم ھنگامي مشخص مي شوند كھ علاوه بر اندازه سو

 و جھتشان نیز معین باشد.این نوع كمیت ھا را برداري مي

.نامیم



 برخي از كمیت ھا ھنگامي كھ اندازه ي آنھا بر حسب واحد

.مشخصي داده شود كاملا معین مي شوند

 مانند درجھ ي حرارت، جرم، طول و حجم ، ھزینھ و درآمد. 

.این گونھ كمیت ھا را عددي یا اسكالر مي نامیم



بردارھا در صفحھ1.1



تعریف1.1.1

 پاره خط AB كھ ابتداي آنA و انتھاي آن B است، یك پاره خط 

A

B

:جھت دار نامیده مي شود. بھ شكل زیر توجھ كنید

پاره خط جھت دارABرایك بردار مي نامیم و با ABنمایش میدھیم 
نقطھ ي A را مبدا و نقطھ ي B  .را انتھاي بردارَمي نامیم



تساوي دو بردار 1.1.2

دو بردارAB و CD را برابر یا ھمسنگ مي نامیم و مینویسیم 
AB=CD ، اگر اندازه و جھت آنھا یكي باشد.

A

B

C

D



جمع بردارھا 1.1.3

 AB+CDرا در نظر مي گیریم.مجموع CDو AB دو بردار  
برداري است مانند V كھ بھ یكي از دو روش زیر بھ دست 

مي آید.

با توجھ بھ تعریف تساوي دو بردار، مي توان دو برداررا كھ 
داراي یك مبدا نباشند نیز با یكدیگر جمع كرد.



روش اول
از نقطھ ي B بردار BE را برابر با بردارCD  رسم مي كنیم. 

بردارV=AE  مجموع دو برذارAB وCD  است.

A B

E

C

D

V=AB+BE=AB+CD

V=AE



روش دوم

از نقطھ ي دلخواه P، دو برابرPQ وPR را كھ بھ ترتیب برابر با 
بردارھايAB وCD ھستند ، رسم مي كنیم. بردارPS قطرمتوازي 

 CDو ABمجموع دو بردارV الاضلاع حاصل از این دو بردار برابر با
است. 

P

R
V

S

Q

C

D

A

B

P=V=PQ=AB+CD



بردار صفر 1.1.4

 ، V =0  برابر صفر باشد یعني Vاگر اندازه ي بردار   
بردارV را بردار صفر مي نامیم و0 با نشان مي دھیم. بنا بر 

این اندازه ي0  برابر صفر است ، ولي جھت آن مشخص 
نیست.



ضرب عدد در بردا ر(ضرب اسكالر) 1.1.5

   فرض مي كنیمV برداري دلخواه وC عددي حقیقي باشد.منظور 
 C برداري است با اندازه ي Vدر بردار  Cاز حاصلضرب عدد
 .C<0اگر  Vو در خلاف جھت C>0اگرV   و ھمجھت با  V

حاصلضرب عددC  در بردارV را باCV  نشان مي دھیم.در 
شكل :اگرC=0 آنگاهCV  برابر است با  بردار صفر.

V VCV CV



تعریف 1.1.7

بردارV را كھ ابتداي آن مبدا مختصات و انتھاي آن نقطھ ي 
(a1 , a2)است در صفحھ ي  مختصات xoy است ، بردار 
نظیر زوج مرتب (a1 , a2)  مي نامیم. اعداد a1 و a2 را 

مؤلفھ ھاي بردارV مینامیم و مي نویسیم:

V= (a1 , a2)
a1

a2

(a1 , a2)

0

V



قضیھ 1.11

اگرV1=(a1,a2)  وV2=(b1,b2)  دو بردار باشند ، آنگاه 
مجموع V1+V2   برابر است با:

V1+V2= (a1+b1 , a2+b2)



تعریف قرینھ ي یك بردار 1.1.13

 Vرا قرینھ ي بردار  (a1,-a2-)آنگاه بردار ،V=(a1,a2)اگر
مي نامیم و با-V  نشان مي دھیم. پس: 

-V=(-a1, -a2)



تعریف تفاضل دو بردار 1.1.14

بردارV+(-U)  را كھ مساوي با جمعV  با قرینھ يU  است 
تفاضلU  ازV مي نامیم و باV-U  نشان مي دھیم. یعني:

V-U=V+(-U)



تعبیر ھندسي تفاضل دو بردار 1.15

  نمایش ھاي دو بردارV وU را از یك نقطھ رسم مي كنیم. در 
این صورت، پاره خط جھت داري كھ مبدا آن نقطھ ي 

 Vو انتھاي آن، نقطھ ي انتھایي نمایش  Uانتھایي نمایش 
باشد ، یك نمایش بردارV-U  است. زیرا بنا بر تعریف جمع 

بردارھا داریم:

U+(V-U)=V



اندازه ي یك بردار 1.1.16

اندازه ي بردار V=(a1,a2) برابر است با: 

V =   a1+a2
2 2



قضیھ 1.1.18
اگرV وU وW بردارھایي در V بوده وc وd اعدادي حقیقي 
باشند، آنگاه جمع برداري و ضرب اسكالر داراي خواص 

زیرند:
U+V=V+U    ( قانون جا بھ جایي جمع)■
U+(V+W)=(U+V)+W (قانون شركت پذیري جمع)■
■ V+0=Vوجود دارد بھ طوري  كھ Vبرداري مانند 0 در

(وجود ھماني نسبت بھ عمل جمع) 
        برداري مانند-V  وV در ھست بھ طوري  كھ ■

V+(-V)=0(وجود قرینھ ي ھندسي نسبت بھ عمل جمع)

x



ادامھ

V=c (dV) (cd) ( قانون شركت پذیري)■
C (U+V)=cU+cV ( قانون بخشپذیري)■
U=cU+dU(c+d) ( قانون بخشپذیري)■
-+U=U  ( وجود ھماني نسبت بھ ضرب اسكالر)■



تعریف فضاي برداري حقیقي 1.1.20

فضاي برداري حقیقيV  مجموعھ اي است از بردارھا، ھمراه 
با مجموعھ اعداد حقیقي ( اسكالرھا) ، با دو عمل جمع 

 Uبرداري و ضرب اسكالر، بھ طوري كھ ھر جفت بردار
وV درV و ھر اسكالرc ، بردارھايU+V  وcU طوري 
تعریف شده باشند كھ در خواص قضیھ ي قبل صدق كنند.



بردارھاي یكھ

اندازه ي ھر دو بردار (0و1) و(1و0) ، برابر با 1 است، آنھا 
را بردارھاي یكھ مي نامیم و با نمادھاي زیر نشان میدھیم.

i = (1,0) j = (0,1)



با توجھ بھ نماد گذاري گذشتھ براي ھر بردارV=(a1,a2)  بھ

 دست مي آوریم:

a1 (1,0)+a2 (0,1)=a1 i+ a2 j=(a1,a2)



بنابر این ھر بردارV2  در را مي توان بھ صورت یك تركیب 

خطي از دو بردارi  وj  (عبارتي بھ صورت a1 i + a2  jرا یك 

 jو  iمي نامند.) نوشت. از این رو بردارھاي  jو  iتركیب خطي از

 یك پایھ براي فضاي برداريV2  تشكیل مي دھند . تعداد عناصر

 یك پایھ یك فضاي برداري ، بعد فضاي برداري نام دارد.

 بنابر اینV2  یك فضاي برداري دو بعدي است. 



تعریف توازي بردارھا 1.1.25

دو بردار نا صفرU وV را موازي مي نامیم ، در صورتي كھ 
اسكالر (عدد حقیقي )c  وجود داشتھ باشد، بھ طوري 

.  V=cUكھ



قضیھ 1.1.25

اگرV بردار نا صفري باشد ، آنگاه 

U =     V1
v

بردار یكھ ( واحد) ھم جھت باV   است.



ضرب عددي دو بردار 1.2



 تعریف ضرب عددي دو بردار 1.2.1

اگر U=(a1,a2) وV=(b1,b2) دو بردار درV2 باشند ، آنگاه 
حاصلضرب عددي دو بردارU وV را باU.V  نشان مي 

دھیم و بھ صورت زیر تعریف مي كنیم:

 U.V=(a1,a2).(b1,b2)=a1 b1+a2 b2          



  توجھ مي كنیم كھ حاصلضرب عددي دو بردار ، عددي 
حقیقي است و بردار نیست. این حاصلضرب داخلي یا 

حاصلضرب نقطھ اي دو بردار نیز نامیده مي شود.



قضیھ 1.2.4

اگرU وV وW بردارھایي درV2 بوده وc  یك اسكالر باشد. 
آنگاه:

 U.V=V.U                            .1                
 U.(V+W)=U.V+U.W         .2                
 W=U.W+V.W         .3.(U+V)                
 c(U.V)=(cU).V=U.(cV)       .4                

 U=0                                 .5.0                 
 V.V= V                              .6                



تعریف زاویھ ي بین دو بردار 1.2.5

 Uدو بردار نا صفر باشند بھ طوري Vو  Uفرض مي كنیم     

كھ مضرب اسكالري ازV نباشد.اگرOP وOQ بھ ترتیب 
 Vو  Uباشند.آنگاه زاویھ ي بین Vو Uبردارھاي نمایشگر

را كوچكترین زاویھ ي بین دو پاره خطOP  وOQ تعریف 
مي كنیم.



   شكل زیرزاویھ ي بین دو بردار را ذر حالتي كھ مضرب 
اسكالري از نباشد، نشان مي دھد:

x

y

u
v

Q

P

θ



قضیھ 1.2.6

اگر θ زاویھ ي بین دو بردارU وV باشد،آنگاه:

 U.V= U  V  cos θ                      



نتیجھ 1.2.8

از قضیھ ي قبل نتیجھ مي شود كھ دو بردارU وV بر ھم 
عمودند ( متعامدند) اگر و تنھا اگر:

 U.V=0                                  



تصویر یك بردار بر روي بردار دیگر 1.2.10

فرض مي كنیمOP  وOQ بھ ترتیب نمایشگرھاي بردارھاي 
UوV باشند.تصویرOQ در جھت OP،بردارOR است،كھ 
در آنR  پاي عمود از نقطھQ  ي بر خطي است كھ از دو 

نقطھ ي كھ از دو نقطھD  وP مي گذرد.



Pبر روي بردار Vشكل: تصویر بردار

x

y

v u

o

p
Q

R
θ



تعریف 1.2.11

 Uروي بردار  Vبردار ناصفري باشد، تصویر برداري Uاگر
بھ صورت زیر تعریف مي كنیم:

Proj   =        uv
u

U.V

U
2



تصویر اسكالرV روي U  برابر باV  cosθ  است . با توجھ بھ 
قضیھ داریم:

V  cosθ =             =V.(          )
V.U

U

U

U



بردارھا در فضاي سھ بعدي 1.3



تعریف 1.3.1

   مجمو عھ ي تمام سھ تایي ھاي مرتب از اعداد حقیقي را 
فضاي عددي سھ بعدي مي نامیم و باR   نشان مي دھیم. ھر 
سھ تایي مرتب (z وy وx) را یك نقطھ در فضاي عددي سھ 

بعدي مي نامیم.



قضیھ 1.3.2

فاصلھ ي بین دو نقطھ ( zو yوx) p و ( zو yوx) p برابر است 
با:

1 1 12 2 2

pp  =   (x –x )+(y –y )+(z –z )
11 11 2 2 22



تعریف 1.3.4

یك بردار در فضاي سھ بعدي، یك سھ تایي مرتب از اعداد 
حقیقي بھ صورت ( a وa و a ) است. اعدادa  ،a  وa  را 

مولفھ ھاي بردار ( a و aوa ) مي نامیم. مجموعھ تمام 
بردارھایي بھ صورت ( a و a و a)را با V3  نشان مي دھیم.

11

1

22

2

33

3

321



اگر بردارھاي یكھi  وj وk عبارت باشند از:

i=(1,0,0)          j=(0,1,0)         k=(0,0,1)

آنگاه ھر بردار                    در    را مي توان بھ صورت
:زیر نوشت 

V=(a1,a2,a3(V3

V=(a1,a2,a3)=a1 i+ a2 j+ a3 k



تعریف 1.3.5

سھ زاویھ يα  وβ وδ زوایایي كھ بردارV نا صفر بھ ترتیب 
با جھت مثبت محورھاي x  وy وz مي سازد را زوایاي 

ھاديV  مي نامیم.توجھ كنید كھ ھر زاویھ ي ھادي بزرگتر 
یا مساوي0  و كوچكتر یا مساويп  است.



زوایاي ھادي بردار V=(a1,a2,a3) در شكل نشان داده شده 
است.

x

y

z

o

R
a1

a3

a2

p =(a1,a2,a3 )

α
βδ V



در شكل مؤلفھ ھايV  اعدادي مثبت و زوایاي ھادي آن مثبت 
و كوچكتر2п/ از ھستند.بھ طوري كھ در شكل دیده مي 

شود، مثلث قایم الزاویھOPR است و داریم :

COSα=
OR

OP

a1

V
=



مي توان نشاشن داد كھ دستور اخیر بھ ازايп  п/2 ≤α≤ نیز 
 α         و  COSβبر قرار است.دستور ھاي مشابھي براي

COS بھ دست مي آیند.

COSβ = COS α =a2 a3

V V



اعداد α COS و COSβ  وδ COS راكسینوسھاي ھادي 
بردارV مي نامند.

توجھ كنید كھ بردار صفر ، زوایاي ھادي و در نتیجھ كسینوس 
ھاي ھادي ندارد.



نكتھ 1.3.7

اگر اندازه ي یك بردار و كسینوسھاي ھادي آن معلوم 
باشند،آنگاه بردار بھ طور منحصر بھ فردي معي است، 

زیرا:

COS α

COSβ

COS δ V

V

Va1=

a2=

a3=



قضیھ 1.3.8

اگر COS α و COSβ و COS δ كسینوسھاي ھادي بردار 
Vباشند،آنگاه:

COS α COSβ COS δ+ + = 1
2 2 2



1.3.15 نتیجھ

از قضیھ و تعریف كسینوسھاي ھادي نتیجھ مي شمد كھ مؤلفھ 
ھاي یك بردار یكھ كسینوسھاي ھادي آن ھستند.



 V بردار یكھ ھم جھت با V=(a1,a2,a3) بھ عبارت دیگر اگر
باشد آنگاه: 



در مورد بردارھاي فضایي اعمال جمع ، تفریق،ضرب اسكالر 
و ضرب عددي دو بردار درV3 ،مشابھ آنچھV2  در تعریف 

مي شوند.
فرض مي كنیم U=(a1,a2,a3) و V=(b1,b2,b3) یك اسكالر 

باشد.داریم:



الف

ب



پ

ت



نكتھ1.3.14

بھ آساني مي توان نشان داد كھ:

1

0



قضیھ1.3.15

اگرθ زاویھ ي بین دو بردار نا صفرU وV درV3 باشد آنگاه:



تعریف1.3.16

دو بردار درV3 را موازي مي نامیم اگر و تنھا اگر یكي از 
بردارھا مضرب اسكالري از دیگري باشد.



قضیھ1.3.17

دو بردار نا صفر درV3 موازي اند اگر و تنھا اگر زاویھ ي 
بین آنھا0  یاп باشد.



قضیھ1.3.18

دو بردار نا صفرU وV درV3 متعامدند اگر و تنھا اگر
 U.V=0                                  



     
ضرب برداري بردارھا1.4



تعریف1.4.1

اگر U=(a1,a2,a3) و V=(b1,b2,b3) آنگاه حاصل ضرب 
برداريU درV با نشانU*V مي دھیم.برداري است كھ بھ 

صورت زیر تعریف مي شود:

U*V=(a2b3-a3b2,a3b1-a1b3,a1b2-a2b1)



براي سھولت در یادگیري و بھ ذھن سپردن دستور U*V ، از 
نماددترمینین استفاده مي كنیم.یك دترمینان مرتبھ ي دوم را 

بھ صورت زیر تعریف مي كنیم:



با استفاده از نماد دترمینان دستور محاسبھ ي U*V بھ صورت 
زیر در مي آید:



سمت راست عبارت اخیر را مي توان با نماد زیر نشان داد:



قضیھ1.4.3

اگرU وV بردارھایي درV3 باشند، آنگاه:

U*V= - (V*U)



قضیھ1.4.4

اگرi وj وk بردارھاي یكھ يV3  باشند، آنگاه:



قضیھ1.4.5

اگرU وV وW بردارھایي درV3 وc یك اسكالر باشد آنگاه:



قضیھ1.4.7

اگرU وV دو بردارV3 وθ زاویھ ي بینU وV باشد،آنگاه:

 U*V  =  U   V  sinθ 



نتیجھ1.4.9

اگرU وV دو بردار نا صفر درV3 باشند آنگاه و موازي اند 
 U*V=0اگر و تنھا اگر   



قضیھ1.4.11

اگرU وV وW سھ بردار درV3 باشند، آنگاه:



تعریف1.4.12

فرض مي كنیم U=(a1,a2,a3) و V=(b1,b2,b3)و 
=W  (c1,c2,c3). حاصلضربU.(V*W)  را حاصلضرب 

عددي سھ گانھ بردارھاي UوV وW مي نامیم. 



حاصلضرب عددي سھ گانھ برابر است با:



حاصلضرب عددي سھ گانھ یك اسكالر است.



قضیھ1.4.13

اگرU وV دو بردار نا صفر در باشند آنگاه:



1.5بردارھاي فضاي n بعدي



تعریف1.5.1

فرض كنیدn  عدد صحیح مثبتي باشد، n تایي مرتب 
(x1,x2…,xn)مجموعھ اي ازn عدد است كھ بھ ترتیب 

معیني نوشتھ شده اند.



اعداد حقیقي xn,……,x2,x1  را بھ ترتیب مؤلفھ ھاي اول تا 
nام اینn تایي مرتب مي خوانیم.مجموغھ ي تمام nتایي ھاي 

nمرتب را با R  نشان مي دھیم.



دو تایي مرتبY=(y1,y2,…yn) وX=(x1,x2,…xn) را 
برابر مب نامیم اگر و تنھا اگر براي ھرi=1,2,…n داشتھ 

باشیم:
 xi=yi                                 



تعریف1.5.3

فرض مي كنیمU=(a1,a2,…an) وV=(b1,b2,…bn) دو 
بردار درVn وc عدد حقیقي (اسكالر) باشد.



مجموع دو بردار و ضرب اسكالر عدد در بردار بھ صورت 
زیر تعزیف مي شود:

 U+V=(a1+b1,a2+b2,…,an+bn)        
 cU=(ca1,ca2,…,can)                     



قضیھ1.5.4

فرض مي كنیم U وV و W سھ بردار درVn وc وk دو اسكالر 
(عدد حقیقي) باشند. در این صورت

الف)جمع بردارھا جا بھ جایي پذیر است، یعني 
 U+V=V+U                               



ب) جمع بردارھا شركت پذیر است، یعني
 W=U+(V+W)+(U+V)                  

پ)عمل جمع داراي عضو خنثي است یعني 
بردار0=(0,0,…,0) بردار صفرn مؤلفھ اي وجود دارد بھ 

طوري كھ
 U+0=U                              



ت) براي ھرU  بردار قرینھ U – وجود دارا بھ طوري كھ
 U+(-U)=0                                

 c (U+V)=c U +c V(ث                     
 U=c (k U) (c k)(ج                          

 U=c U +k U (c+ k)(ح                      
خ)وجود ھماني نسبت بھ ضرب اسكالر،یعني

 1U=U                                   



تعریف1.5.5

طول بردار U=(a1,a2,…an) برابر است با
 



فصل دوم:ماتریس و دترمینان



در این فصل با معرفي ماتریس مفھوم بردار را تعمیم مي دھیم.
ھمچنین انواع ماتریس،ماتریسھاي خاص و اعمال جبري 

روي ماتریس ھا ،دترمینین و وارون ماتریس را مورد 
مطالعھ قرار مي دھیم.



ماتریس2.1



تعریف2.1.1

ھر جدولي از اعداد را كھ شامل m سطر وn ستون باشد،یك 
ماتریس mدرn مي نامیم و بھ شكل زیر نشان مي دھیم.

یا



ھر یك از اعدادaij  را یك عنصر یا درایھ ماتریس مي نامیم.در 
اینجاi  اندیس سطر وj اندیس ستون است،بھ بیان دیگر 

،عنصرaij در محل تلاقي سطرi ام و ستونj  ام ماتریس 
قرار دارد.



تعریف2.1.2

الف)ھر گاه ماتریسA=(aij)mn  تنھا داراي یك سطر 
باشد،یعنيm=1  ،این ماتریس را یك ماتریس سطري 

(بردار سطري)مي نامیم.
ماتزیس     [1و4و3-] یك ماتریس سطري است.



اگر ماتریس A=(aij)mn  تنھا داراي یك ستون باشد.یعني 
n=1،این ماتریس را یك ماتریس ستوني (بردار ستوني)مي 

نامیم.
ماتریس               یك ماتریس ستوني است.



پ) اگر تمام عناصر ماتریس A=(aij)mn صفر باشند آن را 
ماتریس صفر مي نامیم و بھ صورتA=0mn  یا 

A=0نشان مي دھیم.مانند: 

Fیك ماتریس صفر2*3 است.



تعریف2.1.3

ماتریسي را كھ تعداد سطرھا و تعداد ستونھایش برابر باشد، یك 
ماتریس مربع مي نامیم.بھ بیان دیگر A=(aij)mn یك 

 m=nماتریس مربع است اگر و تنھا اگر



در ماتریس مربع A=(aij)mn ،قطري را كھ شامل عناصر 
a11,a22,…,ann قطر اصلي و این عناصر را عناصر 

قطر اصلي مي نامیم.





تعریف2.1.4

 n*nرا یك ماتریس ھماني یا واحد A=(aij)mn ماتریس مربع
مي نامیم اگر ھر یك از عناصر قطر اصلي برابر 1 و ھمھ 

ي عناصر دیگر آن صفر باشند.



ماتریس واحد n*n را با Iنشان مي دھیم .مانند:



تعریف تساوي دو ماتریس2.1.5

دو ماتریس A=(aij)mn و B=(bij)pq را برابر مي گوییم 
 jو iو براي ھر n=qوm=p اگر

 aij=bij داشتھ باشیم j=1,2,…nوi=1,2,…mكھ



براي مثال:



تعریف2.1.7

    فرض مي كنیم A=(aij)mn  و B=(bij)mn دو ماتریس 
m*nوk عددي حقیقي باشد.



الف) حاصل جمع این دو ماتریس را باA+B  نشان داده و بھ 
صورت زیر تعریف مي كنیم:



ب)حاصل ضرب عدد حقیقيk  درA ماتریس را باkA  نشان 
داده و بھ صورت زیر تعریف مي كنیم:



توجھ كنید كھ A+B و kA ماتریسھاي m*n ھستند.توجھ داشتھ 
باشید كھ جمع دو ماتریس كھ داراي تعداد سطرھاي متفاوت 

یا تعداد ستونھاي متفاوت باشند تعریف نشده است.



تعریف2.1.9

اگر A=(aij)m0 ماتریس A (1-) را قرینھ ي ماتریس A مي 
نامیم و با A=(-aij)m0 – نشان مي دھیم.

اگر A=(aij)mn و B=(bij)mn  بنابر تعریف داریم:
 A-B=A+(-B)                          



قضیھ2.1.11

اگرA وB وC سھ ماتریسm*n  وk وh دو عدد حقیقي باشند 
آنگاه:



تعریف2.1.13

ماتریسھاي  A=(aij)mp  و B=(bij)pn را در نظر مي 
كیریم.منظور از حاصل ضربA درB ماتریسm*n  اي 

چونc  بھ طوري كھ

حاصل ضربA درB یعنيc را باAB  نشان مي دھیم.



قضیھ2.1.15

اگر A=(aij)mn یك ماتریس مربعيn*n  باشد آنگاه:



قضیھ2.1.16

اگر A=(aij)mpو B=(bij)pq و C=(cij)qn آنگاه 
 A(BC)=(AB)C                         



قضیھ2.1.19

C=(cij)mp و B=(bij)pn وA=(aij)pn اگر
 C(A+B)=CA+CB                       



تعریف2.1.20

اگر در ماتریس A=(aij)mn جاي سطرھا و ستونھا را با 
یكدیگر عوض كنیم، ماتریس حاصل را ترانھاده

(Transpose) ماتریس A مي نامیم و آن را با A نشان مي 
دھیم. بھ بیان دیگر A=(bij)nmكھ در آن برايi وj داریم: 

 bij=aij                                 

T

T



قضیھ2.1.21

اگرA وB دو ماتریسm*nوk عددي حقیقي باشد آنكاه:
الف)  A=(A)یعني ترانھاده ، ترانھاده ماتریس با ماتریس 

برابر است.
ب)k(A)=(kA) یعني ترانھاده مضربي از یك ماتریس با ھمان 

مضرب ترانھاده ماتریس بربار است.

TT

T T



پ) A+ B = (A+B)،یعني ترانھاده مجموع دوماتریس با 
مجموع ترانھاده ھاي دو ماتریس برابر است.

 B A=(AB)دو ماتریس مربع باشند،آنگاه Bو Aت) اگر 
،یعني ترانھاده ي حاصلضرب دو ماتریس با حاصلضرب 

ترانھاده ماتریس دومي در ترانھاده ماتریس  اولي برابر 
است.

T T T

T T T



تعریف2.1.23

. A= A را متقارن مي نامیم اگر A الف) ماتریس مربع
براي مثال ماتریس زیر متقارن است .توجھ كنید كھ در ماتزیس 
                          متقارن عناصر ماتریس نسبت بھ قطر اصلي متقارن ھستند. 

T



ب) ماتریس A  مربع را شبھ متقارن مي نامیم اگرA=A . اگر 
یك ماتریس شبھ متقارن باشد باید براي ھرi وj داشتھ باشیم 

aij=-aij  اما ازaii=-aii نتیجھ مي شودaii=0  .پس عناصر 
قطر اصلي در ماتریس شبھ متقارن  ھمگي برابر صفرند.

T



پ) ماتریس A  مربع را قطري مي نامیم اگر ھمھ ي عناصر 
غیر واقع بر قطر اصلي آن صفر باشند.مانند:



ت) ماتریس قطري S  را یك ماتریس اسكالر مي نامیم، اگر 
عناصر قطر اصلي آن برابر عدد ثابتK  باشد، یعني



ث) ماتریس n*n  وc را متعامد مي گوییم اگر :



براي مثال:

آنگاه

پسc  ماتریسي متعامد است.



ج)ماتریس مربعU را ماتریس مثلثي بالا مي نامیم، اگر تمام 
عناصر زیر قطر اصلي آن صفر باشد.مانند:



چ)ماتریس مربع  Lرا ماتریس مثلثي پایین مي نامیم، اگر تمام 
عناصر بالاي قطر اصلي آن صفر باشد.مانند:



تعریف2.1.25

در ماتریس مربع A=(aij)nn  مجموع تمام قطر اصلي را اثر 
A مي نامیم و باtr(A)  نشان مي دھیم.پس: 



2.2 دترمینان



دترمینان ماتریسA  را باdet A یاA    نشان مي دھیم.



تعریف2.2.1

1) ماتریس 1*1 تنھا داراي یك عنصرa11 است، دترمینان این 
ماتریس را برابر  با عدد a11  تعریف مي كنیم.



2) دترمینان ماتریس 2*2

بھ صورت زیر تعریف مي شود

Det A= A =              =  a11a22-a12a21
a11 a12

a21 a22



تعریف2.2.2

 Mij را در نظر مي گیریم. فرض كنید  A=(aij)nn ماتریس
 jام و ستون iباشد كھ از حذف سطر  (n-1)*(n-1)ماتریسي 

ام  ماتریسA  بھ دست آمده است. دترمینان ماتریس 
Mij،یعني Mij را مینور عنصر در ماتریس مي نامیم.



تعریف2.2.3

ھمسازه عنصر aij در ماتریس A=(aij)nn را با Aij نشان مي 
دھیم وبرابر با عدد زیر است: 



تعریف2.2.4

دترمینان ماتریس A=(aij)nn را بھ صورت 

تعریف مي كنیم.مي گوییم دترمینیانA  بر حسب سطرi ام
 بسط داده شده است.



بنابر این تعریف براي محاسبھ ي دترمینان یك ماتریس، یك 
سطر یا یك ستون را انتخاب مي كنیم . این سطر یا ستون را 
در ھمسازه اش ضرب ، سپس مقادیر حاصل را با ھم جمع 

مي كنیم.



اگر دترمینان را بر حسب سطر یا ستوني كھ بیشترین تعداد 
صفر را دارد محاسبھ مي كنیم، محاسبات كوتاھتر مي شود، 

زیرا نیازي بھ محاسبھ ي ھمسازه ھاي صفر نیست.چون 
حاصلضرب صفر در ھر ھمسازه اي صفر است.



قضیھ(خواص دترمینان)2.2.7

1) دترمینان ماتریس مربع A  و ترانھادهA  برابر است .یعني:
 A  = A                                  

2) اگر تمام عناصر یك سطر یا یك ستون ماتریس A صفر 
باشند، آنگاه

 A =0                                    

T



 rدر عدد A 3) اگر تمام عناصر یك سطر یا یك ستون ماتریس 
 A   ضرب مي كنیم آنگاه دترمینان ماتریس حاصل برابر با

rاست.
4) دترمینان ماتریس حاصل از تعویض دو سطر یا دو ستون 

 .A مساوي است با منھاي دترمینان A ماتریس



5) اگر دو سطر یا دو ستون ماتریسي برابر باشند، آنگاه مقدار 
دترمینان آن برابر با صفر است.

6)دترمینان حاصل از جمع مضرب اسكالري از یك سطر (یا 
ستون) با سطري ( یا ستوني) دیگر از ماتریس A مساوي 

 .A است با دترمینان



7) دترمینان حاصلضرب دو ماتریس برابر با حاصلضرب 
دترمینانھاي آنھا است یعني 

 AB = A  B                             
8) دترمینان یك ماتریس قطري برابر است با حاصلضرب 

عناصر روي قطر اصلي آن.
9) دترمینان ماتریس واحد برابر یك است، یعني

 In  = 1                                



تعریف2.2.15

اگر دترمینان ماتریس A=(aij)nn برابر صفر باشد ، ماتریس 
A را منفرد مي نامیم. در غیر این صورت ماتریس را غیر 

منفرد مي نامیم.
ماتریس زیر منفرد است. 



وارون ماتریس2.3



تعریف2.3.1

ماتریس A=(aij)nn را وارون پذیر مي نامیم ، اگر ماتریسي 
مانند B=(bij)nn  وجود داشتھ باشد بھ طوري كھ

 AB=BA=In                           
اگرA  ماتریسي وارون پذیر باشد، آنگاه وارون آن منحصر بھ 

-1فرد است و آن را با A نشان مي دھیم. 



اعمال سطري مقدماتي2.3.5

ماتریس A=(aij)nn را در نظر مي كیریم. ھر یك از اعمال 
زیر را كھ بر روي سطر ھاي ماتریس A انجام مي پذیرد، 

یك عمل سطري مقدماتي مي نامیم.
.A 1) تعویض دو سطر ماتریس

2) ضرب یك سطر ماتریس A در یك عدد نا صفر.
3) افزودن مضربي از یك سطر ماتریس A بھ سطري دیگر.



 ، Rبراي اختصار در نوشتن اعمال سطري مقدماتي ، از حرف
اول كلمھ ي  Rowبھ معناي سطر بھ صورت زیر استفاده 

مي كنیم.
الف) Ri      Rj بھ معناي تعویض سطرi ام و سطرj ام

kام ماتریس در عدد ناصفر iبھ معناي ضرب سطرkR1  (ب
پ)  Rj+kRiبھ معناي افزودن برابر سطر ام بھ سطر ام



قضیھ2.3.8

اگر ماتریس وارون پذیر A بھ وسیلھ ي یك سلسلھ اعمال 
مقدماتي تبدیل بھ ماتریس واحد شود، آنگاه با انجام ھمین 

سلسلھ اعمال سطري مقدماتي بر روي ماتریس واحد ، 
وارون ماتریس A بھ دست مي آید.



براي بھ دست آوردن وارون ماتریس A معمولا اعمال سطري 
مقدماتي را بھ طور ھم زمان بر روي ماتریس A و ماتریس 

واحد  انجام مي دھند.لذا ماتریس مركب[A  I] را در نظر 
گرفتھ و با انجام یك سلسلھ اعمال مقدماتي سطري آن را 
تبدیل بھ[I  B]  میكنیم.بنا بر قضیھ ي بالا، برابر وارون 

ماتریس است.



تعریف2.3.11

ترانھاده  ماتریس ھمسازه ھاي ماتریس مربع A را ماتریس 
الحاقي A مي نامیم و با نشان مي دھیم ، پس:



قضیھ2.3.13

اگر A یك ماتریسn*n  باشد آنگاه :



قضیھ2.3.13

اگرdetA=0 ،آنگاه وارون وجود دارد و برابر است با

عكس این نتیجھ نیز درست است.یعني اگرA  وارون پذیر باشد 
، آنگاه



قضیھ2.3.17

اگرA وB دو ماتریس مربع n*n  و وارون پذیر باشند آنگاه 
الف) ماتریس حاصلضرب وارون پذیر است و

ب) ماتریس ترانھادهA  وارون پذیر است و



پ) وارون ماتریس وارونA  برابرA است ، یعني

 A برابر با معكوس دترمینان A ت) دترمینان وارون ماتریس
است یعني



فصل سوم: دستگاه معادلات خطي و توابع خطي



در این فصل با استفاده از مفھوم ماتریس و دترمینان روشي 
براي حل و بحث در وجود جوابھاي دستگاه معادلات خطي 
ارائھ دھیم. سپس استقلاال و وابستگي خطي یك مجموعھ از 

بردارھا را مورد بررسي قرار دھیم. در خاتمھ ي فصل با 
توابع خطي آشنا مي شویم.



دستگاه معادلات خطي3.1



 معادلھ اي بھ صورت a1x1+a2x2+…+anxn=0 با مجھول 
xn,…,x2,x1را یك معادلھ ي n  مجھولي خطي مي نامیم. 

n تایي(x1,x2,…,xn)  از اعداد حقیقي را كھ در این معادلھ 
صدق  كنند یك جواب آن مي نامیم. 



تعریف3.1.1

مجموعھ اي از معادلات خطي

را یك دستگاهm  معادلھ ي خطيn  مجھولي مي نامیم.



تایي از اعداد حقیقي را در تمام معادلھ ھاي دستگاه صدق كند 
یك جواب این دستگاه مي نامیم.



این دستگاه را میتوان بھ صورت معادلھ ي ماتریسي زیر 
نوشت:



با فرض

معادلھ ي ماتریسي اخیر بھ صورت خلاصھ ي زیر در مي 
AX=B                                           .آید

Aرا ماتریس ضرایب X را ماتریس مجھولھا وB را ماتریس 
طرف دوم دستگاه معادلات خطي مي نامیم.



توجھ كنید یك دستگاه معادلات خطي ممكن است داراي یك 
جواب منحصر بھ فرد یا بینھایت جواب باشد ویا اصلا 

جوابي نداشتھ باشد.



اینك بھ معرفي روشھایي براي حل یك دستگاه معادلات خطي 
مي پردازیم.

1- روش حذف گوسي
2- دستور كرامر



روش حذف گوسي3.1.2

میتوان نشان داد دو دستگاه معادلات خطي كھ یكي از آنھا بھ 
وسیلھ ي انجام اعمال زیر روي معادلات دستگاه دیگري بھ 

دست آمده باشد داراي جواب یا جوابھاي یكسان ھستند:



ضرب یك معادلھ ي دستگاه در عددي غیر صفر.1)
تعویض محل دو معادلھ ي دستگاه و2)
افزودن مضربي از یك معادلھ بھ معادلھ ي دیكر دستگاه.3)



پس براي حل دستكاه AX=B  باید تا جایي كھ ممكن است بھ 
وسیلھ ي اعمال سطري مقدماتي ماتریس[A B]  را بھ 

ماتریس ساده تري تبدیل كنیم تا جوابھا بھ آساني بھ دست 
آیند.



قضیھ3.1.6

اگر تعداد مجھولھا با تعداد معادلھ ھا ي یك دستگاه معادلات 
خطي برابر باشد (دستگاهn  معادلاتn  مجھولي) و ماتریس 

ضرایب دستگاه وارون پذیر باشد آنگاه دستگاه ھمواره 
داراي یك جواب منحصر بھ فرد است.



دستور كرامر3.1.8

اگر ضرایب یك دستگاهn  معادلاتn  مجھولي وارون پذیر 
باشد آنگاه جواب دستگاه برابر است با 

كھ درآن Ai ماتریس حاصل از جایگزین كردن 
ماتریس ستوني                  در ستون iام ماتریسA  است.

فرمول * را دستور كرامر مي نامیم.



تعریف3.1.10

اكر در دستگاهm  معادلھ يn  خطي مجھولي طرف دوم تمام 
معادلات صفر باشند دستگاه را ھمگن مي نامیم. در غیر این 

صورت دستگاه را غیر ھمگن مي نامیم. 



 x1=x2=…=xn=0روشن است كھ در دستگاه ھمگن ھمواره 
یك جواب دستگاه ھست. این جواب بھ جواب بدیھي دستگاه 

موسوم است.



قضیھ3.1.11

دستكاهn  معادلھ ي خطيn  مجھولي ھمگن داراي یك جواب 
غیر بدیھي ( غیر صفر) است. اگر و تنھا اگر دترمینان 

ضرایب دستگاه صفر باشد.



نتیجھ3.1.13

یك دستگاه m  معادلھ يn  خطي مجھولي ھمگن ھمواره 
داراي یك جواب غیر بدیھي ( غیر صفر) است اگر

 m<n                                  



قضیھ3.1.15

اگرX1 وX2 دو جواب دستگاه غیر ھمگن AX=B باشند 
آنگاهX2-X1  جوابي براي دستگاه ھمگن AX=0 است.



نتیجھ3.1.13

دستگاه غیر ھمگن AX=B داراي یك جواب منحصر بھ فرد 
است اگر و تنھا اگر جواب AX=0 منحصر بھ فرد باشد.



استقلال و وابستگي خطي3.2



تعریف3.2.1

مجموعھ يm  بردار{V1,V2,…,Vn} از عناصر فضاي 
برداري R  را مستقل خطي مي نامیم اگر ھیچ مجمو عھ اي 
 c1=c2=…=cm=0بھ جز  c1,c2,…,cn از اعداد حقیقي 

وجود نداشتھ باشد بھ طوري كھ



بھ بیان دیگر مجموعھ يm  بردار{V1,V2,…,Vn} مستقل 
خطي است تنھا جواب معادلھ ي

برابر با c1=c2=…=cm=0  باشد. در غیر این صورت  این 
مجموعھ را وابستھ ي خطي مي نامیم.



رتبھ ي یك ماتریس3.3



در این بخش بھ ھر ماتریس عدد صحیح و مثبتي بھ نام رتبھ ي 
ماتریس را نسبت مي دھیم. با استفاده از این عدد در مورد 
جوابھاي دستگاھھاي معادلات خطي را بررسي مس كنیم.



تعریف3.3.1

فرض كنیمA  ماتریسيm*n  باشد. حداكثر تعداد سطرھاي 
مستقل خطي ماتریسA  را رتبھ ي ماتریسA  مي نامیم و با 

نشانr(A)  مي دھیم.



 Aسطرھاي ماتریس R1,R2,…,Rmبھ عبارت دیگر اگر 
باشند رتبھ يa  برابر با حداكثر تعداد بردارھاي مستقل 

خطي در مجموعھ ي{R1,R2,…,Rm} است. 



یك روش تعیین رتبھ ي ماتریسA  این است كھ بزرگترین زیر 
ماتریس مربع A را كھ دترمینانش مخالف صفر باشد بھ 
دست آوریم ، تعداد سطرھاي این ماتریس برابر رتبھ ي 

ماتریس A است.



خواص رتبھ ي ماتریس3.3.6

الف) رتبھ ي ماتریس واحدIn  برابر باn  است، یعني:

ب) رتبھ ي ماتریسA  با رتبھ ي ترانھاده ي A برابر است ، 
یعني: 



پ) اگر A ماتریس  n*nباشد آنگاهr(A)=n  اگر و تنھا 
اگرdet A=0 بھ بیان دیگرr(A)<n اگر و تنھا اگر

. det A=0
ت) رتبھ ي حاصلضرب دو ماتریس ھمواره نابیشتر از 

كوچكترین رتبھ دو ماتریس است ، یعني:



نتیجھ3.3.7

اینك با استفاده از مفھوم رتبھ ي ماتریس بھ طور خلاصھ بھ 
بررسي جوابھاي دستگاه معادلات خطي AX=B در 

حالتھاي مختلف مي پردازیم.
فرض مي كنیم ماتریس ضرایب  A ، باشد.m برابر با تعداد 

معادلات وn مساوي با تعداد مجھولھاي دستگاه است. رتبھ 
ي ماتریس  مركب[A B]  را باr(A B)  نشان مي دھیم.



الف) اگرr(A B)=r(A) آنگاه دستگاه داراي حداقل یك جواب 
است.

ب) اگر r(A B)=r(A)=n آنگاه دستگاه داراي یك جواب 
منحصر بھ فرد است.

پ) اگر<n r(A B)=r(A) آنگاه دستگاه داراي بي نھایت 
جواب و مجمو عھ سطر ھاي ماتریس A وابستھ ي خطي 

است.
ت) اگر r(A B)=r(A) آنگاه دستگاه جواب ندارد.



توابع خطي3.4



در این بخش بھ مطالعھ ي توابع خطي كھ توابعي از یك فضاي 
برداري بھ فضاي برداري  دیگري ھستند مي پردازیم.



تعریف3.4.1

 R  بھ فضاي برداري  Rاز فضاي برداري  fمتغیره ي n تابع
را كھ بھ ازاي ھر عدد حقیقيr  و ھر دوn تایي 

از R در دو شرط زیر صدق مي كند، یك تابع خطي مي نامیم. 

nm

n



قضیھ3.4.3

تابعf: R    R  خطي است.اگر و تنھا اگر ھر مؤلفھ مقدا رتابع

 fدر                    بھ صورت یك تركیب خطي از اعداد 

 x1,x2,…,xn باشد.

n n



f  تابع خطي با شد   : R    Rاز این قضیھ نتیجھ مي شود كھ اگر
آنگاه اعداد حقیقي 

وجود دارند بھ طوري كھ

n m



 fقرار دادن مقدار تابع خطي  A=(aij)m*nبنا بر این 
را میتوان بھ ازاي ھرx    R بھ صورت ماتریسي 

F(x)=Ax

نوشت.ماتریسA  را یك ماتریس نمایشگر تابع خطي Fمینامیم.

n



تعریف3.4.6

تابعF : R     R   را كھ براي ھر بھ صورت زیر تعریف مي 
شود، تابع صفر مي نامیم.

تعریف میشود .تابع ھماني مي نامیم.

mn



تعریف3.4.7

تابعI: R      R  را كھ براي ھرX Є R بھ صورت
n nn



تعریف3.4.8

f و g : R    R را در نظر مي گیریم:  : R    R توابع خطي
مجموع f   وg را باf+g  نشان میدھیم و بھ صورت زیر 1)

تعریف مي كنیم:
 f(x)+g(x)=(x)(f+g)                              

 kعددي حقیقي باشد.حاصلضرب عدد حقیقي  k2) فرض میكنیم 
درf را با نشان kf میدھیم و بھ صورت زیر مي نویسیم. 

 k f(x)=(x)(kf)                           

mnn m



 فصل چھارم:توابع چند متغیره



در فصل ھاي قبل با توابعي سر و كار داشتیم كھ تنھا وابستھبھ 
یك متغیر بودند. این نوع توابع را یك متغیره مي نامیم. ولي 

اكثر توابع در اقتصاد و مدیریت بھ بیش از یك متغیر وابستھ 
اند.



فرض كنید ھزینھ ي ماھانھ ي خانواده اي بستگي بھ مقدار 
مصرف آنھا از مواد غذایي،پوشاك،خدمات مسكوني و 

خدمات بھداشتي و درماني دارد.پس مس توان گفت تابع 
ھزینھ ي این خانواده یك تابع 4 متغیره است.



توابع چند متغیره4.1



تابعf  كھ قلمرو آن زیر مجموعھ اي ازR و برد آن زیر 
مجموعھ اي از اعداد حقیقي باشد.یك تابع  n متغیره مي 

نامیم.

n



اگرf یك تابعn  متغیره باشد ھر عنصر قلمرو آن ،n  تایي 
(x1.x2,…,xn)است ، مقدار تابع بھ ازاي این عنصر قلمرو 

را با f(x1.x2,…,xn) نشان مي دھیم.



تعریف4.1.3

اگرf,g  دو تابع n  متغیره باشند آنگاه  براي ھرx ازR و ھر 
عدد حقیقي k، اعمال جبري زیر تعریف مي شود.

n



حد و پیوستگي توابع چند متغیره4.2



تعریف4.2.1

 f یك تابع دو متغیره باشد مي گوییم حد تابع  f فرض مي كنیم
در نقطھ ي  (a,b)برابر با Lاست . ھنگامي كھ نقطھ (x,y) بھ 

نقطھ ي (a,b)  نزدیك و نزدیكتر مي شود مقدارf(x,y) بھ 
عدد حقیقيL  نزدیك و نزدیكتر شود .



مي توان نشان داد كھ عدد حقیقيL  در صورت وجود منحصر 
بھ فرد است و لذاL  را با نماد زیر نشان مي دھیم.



حد توابع سھ متغیره و بھ طور كليn  متغیره نیز بھ ھمین 
صورت  تعریف مي شود.تمام مطالبي كھ در این بخش براي 

توابع دو متغیره عنوان مي شود براي توابعn  متغیره نیز 
درست است.



قضیھ4.2.2

اگرf(x,y)=x  ,  g(x,y)=y آنگاه
الف)



ب)اگرk(x,y)=k تابعي ثابت باشد آنگاه
 Lim k(x,y)=k                         
 (a,b)     (x,y)                            

كھ در آنk  عددي ثابت است.



قضیھ4.2.3

اگر حد تابع دو متغیره يf  در نقطھ ي(a,b) برابرL باشد آنگاه



 f آنگاه حد تابع lim f(x.y)=L این قضیھ بیان مي كند كھ اگر
وقتي كھ نقطھ ي  (x,y) در مسیرھايy=b  یاx=a  بھ تقطھ 

ي میل كند برابر باL  است.

(x,y)   (a,b)



قضیھ4.2.5

اگر حد تابعf  ھنگامي(x,y)  كھ بر روي دو منحني متمایز بھ 
 fنزدیك مي شود متفاوت باشد آنگاه حد تابع (a,b)نقطھ ي 

در این نقطھ وجود ندارد.



نتیجھ4.2.6

اگر

آنگاه تابع f  در نقطھ ي(a,b)  حد ندارد.



توجھ كنید در                                   ابتداx  را ثابت 
فرض كرده                              را در صورت وجود

 محاسبھ مي كنیم.سپس حد عبارت بھ دست آمده را كھ تابعي
 ازx است وقتي كھ  x   aپیدا مي كنیم. 



قضیھ4.2.8

اگر حد توابع دو متغیره يf وg در نقطھ ي (a,b) اگر حد توابع 
دو متغیره يf وg در نقطھ ي (a,b) وجود داشتھ باشد آنگاه

1)حد مجموع دو تابع برابر با مجموع حدھاي آنھا است، یعني:



 k2)براي ھر عدد ثابت



3)حد تفاضل دو تابع برابر با حدھاي آنھاست یععني:



4)حد حاصلضرب دو تنبع برابر با حاصلضرب حدھاي 
آنھاست.یعني:



5) حد خارج قسمت دو تابع برابر با  خارج قسمت حدھاي 
آنھاست مشروط بر اینكھ حد تابع مخرج مخالف صفر باشد، 

یعني:



قضیھ4.2.10

اگر                             و تابع  یك متغیرهg  درL پیوستھ

 باشد آنگاه:



تعریف4.2.12

تابع دو متغیره يf را در نقطھ ي (a,b) پیوستھ مي نامیم اگر 
شرایط زیر بر قرار باشد.

1)تابعf  در نقطھ ي (a,b) تعریف شده باشد یعني f (a,b)معین 
باشد.

2)                    وجود داشتھ باشد.



(3

در صورتي كھ یكي از این شرایط بر قرار نباشد تابع f  را در 
نقطھ ي (a,b) نا پیوستھ مي نامیم.



قضیھ4.2.14

اگر توابع دو متغیره ي f وg در نقطھ ي (a,b) پیوستھ باشند 
        آنگاه تواب                              (kعددي حقیقي) 

 (با شرایط g(a,b)=0) نیز در نقطھ ي (a,b)  پیوستھ اند.



قضیھ4.2.16

اگر تابع دو متغیره ي f  در نقطھ ي (a,b) و تابع یك متغیره 
يg  در f (a,b) پیوستھ باشند آنگاه تابع مركبgof  در نقطھ 

ي (a,b) پیوستھ است. 



مشتقھاي جزئي4.3



در این بخش مفھومي نزدیك بھ مفھوم مشتق توابع یك متغیره 
را در مورد توابع چند متغیره ارائھ مي دھیم. از این مفھوم 

براي شناخت بھتر توابع چند متغیره استفاده مي كنیم.



تعریف4.3.1

فرض مي كنیمf  تابعي از دو متغیرx وy باشد. اگر

وجود داشتھ باشد مقدار این حد را مشتق جزیي f  نسبت بھ 
 f  (x,y)مینامیم.و آن را با نمادھاي  (x,y)در نقطھ ي xمتغیر 

xبھ روندf  (x,y)  یا                               (بخوانید روند
 )نشان مي دھیم.

x



بھ ھمین ترتیب مشتق جزیي تابع  f   نسبت بھ متغیرy در نقطھ 
ي(x,y) بھ صورت

تعریف مي شود.مشروط بر اینكھ این حد وجود داشتھ باشد.



f وجود داشتھ باشد f تابعي از دو متغیرx وy است  (x,y) اگر
 این تابع را بھ صورت خلاصھ                نشان میدھیم.
 تابع                  نیز بھ ھمین ترتیب تعریف مي شود. 

توابع f  و f را مشتقھاي جزیي مرتبھ ي اول f  مي نامیم.

xx

xy



در اینجا نماد ∂  را بھ جايd  برتي تمایز مشتقھاي جزیي از 
مشتق معمولي بھ كار مي بریم.

f متغیرy را ثابت تلقي   (x,y) در تابع f  (x,y) براي محاسبھ ي
مي كنیم. و ازf نسبت بھ متغیرx مانند یك تابع یك متغیره 

مشتق مي گیریم.

x



 f(x,y)متغیر را در تابع f  (x,y) بھ ھمین ترتیب در محاسبھ ي        
ثابت در نظر گرفتھ و ازf نسبت بھ متغیر y مانند یك تابع یك 

متغیره مشتق مي گیریم. 

x



مشتقھاي جزیي مرتبھ ھاي بالاتر4.3.4

نظیر مفھوم مشتقھاي مرتبھ ھاي بالاتر براي توابع یك متغیره 
مي توان مشتقھاي  جزیي مرتبھ ھاي بالاتررا براي توابع 
nمتغیره تعریف كرد. اگرf تابعي از دو متغیرx وy باشد 

آنگاه f  وf  نیز توابعي از متغیرھايx  وy ھستند.پس مي 
توان مشتقھاي  جزیي توابع f وf را تعریف كرد. 

x

x

y

y



این مشتقھا را مشتقھاي  جزیي مرتبھ دوم تابع f  مي نامیم. 
مشتقھاي  جزیي مرتبھ دوم تابع f عبارتند از:



لازم بھ تذكر است كھ ترتیب نوشتن متغیرھايx  وy در  f بر

 خلاف ترتیب آنھا در نماد           است.

x y

∂
2 f

∂ ∂y x



قضیھ4.3.6

 f   باشد. اگر توابع yو  x تابعي با متغیر ھاي f فرض مي كنیم
و   f در نقطھ ي(a,b)  پیوستھ باشد آنگاه:  xyyx



دیفرانسل كل و مشتقگیري ضمني4.4



تعریف4.4.1

 فرض مي كنیم f تابعي با متغیر ھاي x  وy باشد. اگر مشتقھاي 
جزیي مرتبھ اولf  وجود داشتھ باشد  دیفرانسیل كل تابعf  را 
با نشانdf  میدھیم و بھ صورت زیر تعریف مي كنیم كھ در 

آنdx  وdy  بھ ترتیب دیفرانسیل متغیر ھاي x  وy است.



دیفرانسیل كل  تابع بیش از دو متغیره نیز بھ ھمین ترتیب 
تعریف مي شود، اگرu تابعي از چھار متغیرx،y  ،z وt باشد 

آنگاه دیفرانسیل كل تابع برابر است با: 



نكتھ4.4.3

فرض مي كنیم f تابعي با متغیر ھاي x  وy باشد. اگر متغیر 
ھاي x  وy نیز توابع یك متغیره ي مشتقپذیري از متغیر 

دیگري مانند t باشند آنگاه داریم:



تعریف4.4.6

فرض مي كنیم f تابعي با متغیر ھاي x  وy باشد. اگر مشتقھاي 
جزیي مرتبھ ي اول  f بر روي ناحیھ اي پیوستھ باشد و 

متغیر ھاي x  وy توابعي ازمتغیر دیگري مانند t باشند آنگاه 
مشتق تابع f نسبت بھ t را با df/dt  نشان مي دھیم و 

بنابراین تعریف برابر است با 

توجھ كنید كھ در واقع fتنھا تابعي از متغیر t است.



قاعده زنجیري براي توابع چند متغیره4.4.8

فرض مي كنیم f تابعي با متغیر ھاي x  وy باشد. اگر متغیر 
ھاي x  وy   توابعي از دو متغیرuوv باشند آنگاه مشتقھاي 

جزیي مرتبھ ي اول  f نسبت بھ متغیر ھاي  uوv برابرند با:



قاعده زنجیري براي توابع بیش از دو متغیر كاملا مشابھ است.



مشتقگیري ضمني4.4.10

بھ كمك مفھوم مشتقھاي جزیي مي توان دستور ساده اي براي 
مشتقگیري از توابع ضمني ( غیر صریح) دو متغیره بھ 

دست آورد.



فرض مي كنیم معادلھ يf(x,y)=0  ،متغیرy را بھ صورت
f/ ∂x , ∂f/ ∂y∂ ،بھ طور ضمني تعریف كند xتابعي از 

 وجود داشتھ باشند و=f/ ∂y∂  0 آنگاه بھ   دست مي آوریم: 



مشتقھاي جزیي توابع ضمني4.4.12

فرض مي كنیم تابع دو متغیره يz=f(x,y)  در معادلھ ي 
F(x,y,z)صدق كند.پس اگر∂F/∂x=0 آنگاه:

 -=               -=z/ ∂x∂                          
∂f/ ∂x

∂f/ ∂z

Fx(x,y,z)

Fz(x,y,z)



بھ ھمین ترتیب بھ دست مي آوریم

 F/∂x=0∂ مشروط بر اینكھ



ماكسیمم و مینیمم توابع دو متغیره4.5



ھمھنطور كھ از مشتقھاي اول و دوم یك تابع یك متغیره براي 
تعیین ماكسیمم و مینیمم آن استفاده مي كردیم از مشتقھاي 

جزیي مرتبھ ي اول و دوم مي توان براي یافتن ماكسیمم و 
مینیمم توابع چند متغیره استفاده كنیم.



تعریف4.5.1

فرض مي كنیم f تابعي با متغیر ھاي x  وy باشد. در این 
صورت:

الف) f(a,b) مقدار ماكسیمم (مطلق) fمي نامیم. اگر براي ھر
(x,y) از قلمروf داشتھ باشیم:

 F(x,y)<=f(a,b)                         



 (x,y)مي نامیم. اگر براي ھرf (مطلق) مقدارمینیمم f(a,b) (ب
از قلمروf داشتھ باشیم:

 F(x,y)>=f(a,b)                         



تعریف4.5.2

فرض مي كنیم f تابعي با متغیر ھاي x  وy باشد. در این 
صورت:

الف) مي گوییمf  تابع در(a,b) داراي یك ماكسیمم نسبي است. 
اگر دایره بھ مركز (a,b) در قلمروf وجود داشتھ باشد بھ 

طوري كھ بھ ازاي ھر(x,y) در درون این دایره داشتھ باشیم:
 f(x,y)<=f(a,b)                            



ب) مي گوییمf  تابع در(a,b) داراي یك مینیمم نسبي است. اگر 
دایره بھ مركز (a,b) در قلمروf وجود داشتھ باشد بھ طوري 

كھ بھ ازاي ھر(x,y) در درون این دایره داشتھ باشیم:
 f(x,y)>=f(a,b)                                  



قضیھ4.5.4

فرض مي كنیم تابع دو متغیره  fدر(a,b) یك ماكسیمم یا مینیمم 
 (a,b) در  fنسبي دارد.اگر مشتقھاي جزیي مرتبھ ي اول

موجود باشند آنگاه:
 Fx(a,b)=0                              
 Fy(a,b)=0                              



از این قضیھ نتیجھ مي شود كھ اگر تابع fدر(a,b) یك ماكسیمم 
یا مینیمم نسبي داشتھ باشد آنگاه (a,b) یك جواب دستگاه دو 

مجھولي زیر است:



ھر جواب این  دستگاه را (نظیر توابع یك متغیره ) یك نقطھ ي 
بحراني تابع f مینامیم.توجھ كنید كھ نقطھ ي  (c,d) ممكن 
است یك نقطھ ي بحراني f باشد ولي تابع  fدر این نقطھ 

ماكسیمم و مینیمم نسبي داشتھ باشد.



اگر Fy(a,b) Fx(a,b)= ولي تابع F در((a,b ماكسیمم یا مینیمم 
نسبي نداشتھ باشد مي گوییم تابع F در ((a,b داراي یك نقطھ 

ي زین اسبي است.



معمولا با استفاده از تعریف تشخیص اینكھ یك نقطھ ي بحراني 
تابع دو دو متغیره ي F ماكسیمم است یا مینیمم مشكل است .

اما بھ كمك مشتقھاي جزیي مرتبھ ي دوم توابع یك یك متغیره 
قادر بھ این امر ھستیم.



آزمون مشتق دوم4.5.8

 Fy(a,b)=0 باشد.و yو  x تابعي با متغیر ھاي f فرض مي كنیم
Fx(a,b)= ھمچنین فرض مي كنیم مشتقھاي جزیي F درون 

دایره اي بھ مركز((a,b  پبوستھ باشند و



در این صورت 
الف) اگر(a,b)>0 ∆ وFxx(a,b)<0 آنگاه F در(a,b)ماكسیمم 

نسبي دارد.
ب) اگر(a,b)>0 ∆ وFxx(a,b)>0 آنگاه F در(a,b)مینیمم 

نسبي دارد.



پ) اگر(a,b)>0 ∆ آنگاه F در(a,b)یك نقطھ ي زین اسبي دارد 
. بھ عبارت دیگر ماكسیمم و مینیمم  ندارد.

ت) اگر(a,b)=0 ∆ از این آزمون نتیجھ اي بھ دست نمي آید.



  دقت كنید كھ اگر(a,b)>0 ∆ آنگاه حاصلضرب 
fxx(a,b)fyy(a,b) مثبت است.پس  fxx(a,b)وfyy(a,b) ھم 

علامت مي باشند .در نتیجھ در بندھاي الف و ب آ زمون 
مشتق دوم میتوان fyy(a,b) را جایگزین fxx(a,b) نمود.



 ماكسیمم و مینیمم توابع نسبت بھ4.6
شرایط داده شده



در اكثر مسایل مدیریت و اقتصاد تعیین ماكسیمم و مینیمم یك 
تابع چند متغیره با توجھ بھ یك یا چند شرط صورت مي 

گیرد.



براي مثال فرض كنید ھدف یك مصرف كننده بھ حداكثر 
رسانیدن مطلوب در مصرف دو كالاي 1و2 است. فرض 
كنید  قیمت این دو كالا بھ ترتیب برابر باp1 وp2 میزان 

مصرف او از این دو كالا بھ ترتیب برابر با x1وx2 باشد.اما 
این مصرف كننده  محدودیتھایي نیز دارد.



یكي از محدودیتھا میزان درآمد او است. پس مطلوب است این 
مصرف كننده  تابغي از میزان استفاده او از این دو كالا بوده 

و میزان مخارج مصرفي او از این دو كالا باید با میزان 
درآمد او نیز برابر باشد.بھ بیان دیگر میتوان گفت كھ این 

مصرف كننده میخواھد مطلوبیت خود را با ت.جھ بھ 
محدودیت درآمد بھ حد اكثر برساند. 



پس باید ماكسیمم تابع 
 U=f(x1,x2)                            

را نسبت بھ شرط (محدودیت)
 P1x1+p2x2=y                          

پیدا كنیم كھ در آن U=f(x1,x2)  تابع مطلوب است.



بھ دو روش مي توان این كار را انجام داد. یكي بھ روش 
جایگزیني و دیگري بھ روش لاگرانژ .این دو روش را در 

زیر معرفي مي كنیم.



روش جایگزیني4.6.1

یكي از روشھاي بھ دست آوردت ماكسیمم و مینیمم توابع نسبت 
بھ شرایط داده شده از طریق جایگزین كردن تلبع محدودیت 

( شرایط داده شده) در تابع ھدف است. بدین ترتیب مسئلھ 
تبدیل بھ مسئلھ ي ماكسیمم یا مینیمم كردن یك تابع بدون 

محدودیت میشود.



روش لاگرانژ4.6.3

میخواھیم ماكسیمم یا مینیمم تابع دو متغیره يf(x,y)  را با 
محدودیتg(x,y)=0  بیابیم.متغیر جدیدλ موسوم بھ ضریب 

لاگرانژ را در نظر مي گیریم با استفاده از متغیر λ تابع 
جدیدي بھ نام تابع لاگرانژ را بھ صورت زیر تعریف میكنیم. 

 F(x,y, λ)=f(x,y)- λg(x,y)               



 0λ= λ ماكسیمم یا مینیمم داشتھ باشیم آنگاه(a,b) درf پس اگر
وجود دارد بھ طوري كھ(a,b, λ)  یك جواب دستگاه سھ 

معادلھ سھ مجھولي زیر است.



 شرط كافي براي وجود ماكسیمم و مینیمم4.6.5
توابع نسبت بھ شرایط داده شده

فرض مي كنیم تابع دو متغیره يf(x,y)  تحت 
محدودیتg(x,y)=0  داده شده باشد و) λ F(x,y, تابع 

لاگرانژ متناظر باشد . ثابت میشود كھ شرط كافي براي 
وجود



الف) ماكسیمم این است كھ



ب) مینیمم این است كھ



نكتھ4.6.6

 f(x1,x2,…,xn)متغیره  nروش لاگرانژ را میتوان براي تابع 
با تابع محدودیت gi(x1,x2,…,xn)   i=1,2,…,nكھ در آن 

تعمیم داد.



در این صورت تابع لاگرانژ عبارتند از

از مساوي صفر قرار دادن مشتقھاي جزیي تابع لاگرانژ 
دستگاھي شاملn+k  معادلھ ي  n+k مجھولي بھ دست مي 

آید. 



فصل پنجم:معادلات دیفرانسیل



حل برخي از مسایل در مدیریت ئ اقتصاد منجر بھ بررسي 
معادلھ اي بین یك تابع مجھول و مشتقھاي آن مي شود.چنین 
معادلھ اي را یك معادلھ ي دیفرانسیل مي نامیم.در این فصل 
با معرفي چند نوع معادلھ ي دیفرانسیل ساده روش حل آنھا 

را مطالعھ مي كنیم.



آشنایي با معادلات دیفرانسیل5.1



تعریف5.1.1

فرض كنیدy  تابعي ازx باشد ھر معادلھ اي بھ 
 n+2در آن تابعي از  Fرا كھ  F(x,y,y,…,y )صورت

متغیرx ، y و n مشتق اولy  نسبت بھx باشد یك معادلھ ي 
دیفرانسیل معمولي مرتبھ ي n  ام مي نامیم. 

(n)



توجھ كنید منظورy  از مشتق n ام y نسبت بھx  است و مرتبھ 
ي یك معادلھ ي دیفرانسیل برابر با مرتبھ ي بالاترین مشتق 

موجود در معادلھ است.

(n)



تعریف5.1.2

تابع  y=f(x) را یك جواب معادلھ ي دیفرانسیل
 F(x,y,y,…,y )=0                        

 Iمتعلق بھ xمي نامیم.در صورتي كھ بھ ازاي ھر Iدر فاصلھ ي
تابع y=f(x) و مشتق ھاي آن در معادلھ صدق كنند. 

(n)



مجموعھ ي تمام جوابھاي معادلھ را جواب عمومي معادلھ مي 
نامیم.

منظور از حل یك معادلھ ي دیفرانسیل بھ دست آوردن جواب 
عمومي آن است.



تعریف5.1.4

معادلھ ي دیفرانسیل مرتبھ ي ام

با شرایط اولیھ 

را كھ در آن ھا اعداد معیني ھستند یك مسئلھ با مقادیر اولیھ مي نامیم. 



توجھ كنید كھ براي معادلھ ي دیفرانسیل مرتبھ ي  nامn  شرط 
 (n-1)اولیھ وجود دارد .این شرایط مقادیر تابع مجھول و 
مشتق اول آن را در نقطھ ي  x0معین مي كنند.مي توان 

نشان داد كھ با وضع محدودیتھایي برF یك مسئلھ با مقادیر 
اولیھ داراي یك مجواب منحصر بھ فرد است. این جواب را 

جواب خصوصي مسئالھ مي نامیم. 



تعریف5.1.7

یك معادلھ ي دیفرانسیل با مشتقات جزیي معادلھ ایست كھ شانل 
یك تابع مجھول چند متغیره (بیش از یك متغیر) ھمرام با 

مشتقات جزیي آن باشد.



معادلات دیفرانسیل جدایي پذیر5.2



در این بخش روش حل معادلات دیفرانسیلي را بررسي مي 
كنیم كھ مي توان متغیرھاي آنھا را از یكدیگر جدا كرد.



تعریف5.2.1

معادلھ ي دیفرانسیل مرتبھ ي اول  p(x)dx+q(y)dy=0 را كھ 
 I2و  I1دو تابع حقیقي بھ ترتیب در فاصلھ ھاي qو  pدر آن

پیوستھ اند یك معادلھ ي دیفرانسیل جدایي پذیر مي نامیم.



با انتگرالگیري مستقیم از این معادلھ جواب عمومي آن بھ 
صورت زیر بھ دست مي آید.

 p(x)dx+ ∫q(y)dy=c∫                  


