
1. Основные определения
V - непустое конечное множество. V2 - множество всех двухэлементных подмножеств из V .
Обыкновенным графом G называется пара множеств (V, Е), где Е - произвольное подмножество из V(2).
Элементы множеств V и Е называют соответственно вершинами и ребрами графа G. 
Множества вершин и ребер графа G обозначаются также через VG и EG.

Различные ребра, соединяющие две вершины, называются кратными. Ребра, соединяющие вершину саму с собой называют петлями. 
Обыкновенный граф - это граф без петель и кратных ребер.

 

Граф G, имеющий n вершин, называют n-графом; если, кроме того, G содержит m ребер, то G  это (n, т) граф.
Если е = иv - некоторое ребро данного графа, то вершины и, v называются смежными; При этом говорят, что и, v - концевые 
вершины ребра е. Ребро е и вершина v инцидентны, если v - концевая вершина для е. Ребра е и f называются смежными, если они 
имеют общую концевую вершину.
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     Если deg v=0, то вершина v называется изолированной, а если deg v=1, то - висячей. Ребро е, инцидентное висячей вершине, также 
называют висячим.

 

 



 

 

Подграф Н - е получается из Н удалением ребра е. Здесь также Н - е= Н, если е не лежит в Н.
Подграф Н + е получается из Н добавлением ребра е и двух его концевых вершин. Если е лежит в Н, то Н+ е= Н.

 



2  Маршруты, связность, циклы и разрезы

 

 



Разрезающим множеством ребер графа называется множество ребер, удаление которого из графа приводит к 

увеличению числа компонент связности. Минимальное по включению разрезающее множество ребер графа 

называется его разрезом. Мост графа - это ребро, составляющее одноэлементный разрез. 

 

 



 

 



 

 

Для обыкновенных графов матрица смежности бинарна, состоит из нулей и единиц Ее главная диагональ целиком состоит из 
нулей. Для графа имеется несколько матриц смежности, отвечающих различным его упорядочениям. Одна матрица смежности 
получается из другой с помощью некоторой перестановки строк и точно такой же перестановки столбцов. Матрицы смежности одного 
графа G изоморфны.

 

Алгоритм вычисления матрицы достижимости орграфа. (алгоритм Уоршелла )
Этот алгоритм вычисляет матрицу достижимости W=М* ориентированного графа G = (V, Е) с матрицей смежности М.

За каждый проход цикла (пронумерованный индексом k) алгоритм Уоршелла генерирует матрицу Wk используя элементы 
предыдущей матрицы Wk-1  . Чтобы найти i-ую строку матрицы Wk следует вычислить выражения:

Wk-1(i,j) или (Wk-1(i,k)) и Wk-1(k,j))                                                                   (1)
при разных значениях j .

Если Wk-1(i,k)= 0, то (Wk-1(i,k) и Wk-1(k,j)) = 0, и значение выражения (1) совпадает со значением Wk-1(i,j). Иначе говоря, i-ая строка 
матрицы остается неизменной. В том же случае, когда Wk-1(i,k) = 1, вычисление выражения (1) сводится к вычислению (Wk-1(i,k) и 
Wk-1(k,j)). При этом i-ая строка получается с помощью логической операции или из текущей строки i и текущей строки k. При 
вычислении Wk поступают следующим образом.

1. Берем k-ый столбец матрицы Wk-1
2. Строку с номером i (i= 1, . . . , n), у которой на k-ом месте стоит 0, переписываем в i-ую строку матрицы Wk
3. Строку с номером i (i= 1, . . . , n), у которой на k-ом месте стоит 1, объединяем с помощью операции или с k-ой строкой, а 

результат записываем в i-ую строку матрицы Wk.



Пример: с помощью алгоритма Уоршелла вычислить матрицу достижимости орграфа, изображенного на рис. 

Матрица W0 совпадает с матрицей смежности данного орграфа.
        0 1 0 0 0
        0 0 1 0 0
W0= 1 0 0 1 0
        0 0 0 0 0
        1 0 1 0 0

Теперь вычисляем W1. Учитывая первый шаг, мы рассматриваем 1-ый столбец матрицы W0. Следуя указаниям шага 2, скопируем строки 
матрицы W0 с номерами 1, 2 и 4 в матрицу W1 на те же места. Таким образом, 

        0 1 0 0 0
        0 0 1 0 0
W1= ? ? ? ? ?
        0 0 0 0 0
        ? ? ? ? ?

Согласно шагу 3, строка с номером 3 матрицы W1 получается с помощью логической операции или из 3-ей и 1-ой строк матрицы W0. 

шаг 3 алгоритма для вычисления 5-ой строки матрицы W1 с помощью операции или, примененной к 5-ой и 1-ой строкам матрицы W0. 



Матрица W1 вычислена. Теперь строим матрицу W2 по матрице W1. 2-ой столбец матрицы W1 показывает, что строки с номерами 2 и 4 
копируются в W2. Первая строка матрицы W2 - результат применения операции или к 1-ой и 2-ой строкам из W1, Третья строка в W2 
получается спариванием 3-ей и 2-ой строк матрицы W1. И, наконец, пятая строка W2 - результат логической операции или, примененной 
к 5-ой и 2-ой строкам W1, Значит

          0 1 1 0 0
          0 0 1 0 0
W2=  1 1 1 1 0
          0 0 0 0 0
          1 1 1 0 0

Отметим, в частности, что на пересечении 3-ей строки и 3-го столбца матрицы W2 стоит 1. Это означает, что существует контур, 
начинающийся и заканчивающийся в вершине 3, проходящий через одну или обе вершины с номерами 1 и 2. Посмотрев на изображение 
орграфа (рис.), убеждаемся, что действительно существует контур длины 3: 3 1 2 3.
Аналогичным образом вычисляется матрица W3.

          1 1 1 1 0
          1 1 1 1 0
W3=  1 1 1 1 0
          0 0 0 0 0
          1 1 1 1 0

Поскольку из вершины 4 не выходит ни одной дуги, то мы не сможем построить ни одного пути, проходящего через вершину 4. 
Следовательно, матрица W4 совпадает с W3. Кроме того, в орграфе отсутствуют дуги, ведущие в вершину 5. Значит нет и путей, через нее 
проходящих, т.е. W5 = W4. Наконец, W5 = М*, поскольку граф состоит только из пяти вершин.

 



 

 

Превратим каждое ребро произвольного графа G в дугу, придав ребру одно из двух возможных направлений. Полученный орграф на том 
же самом множестве вершин будем называть ориентацией графа G. 
Зафиксируем некоторый обыкновенный граф G и возьмем некоторую его ориентацию Н. Кроме того, зафиксируем в G и Н одинаковую 
нумерацию вершин и одинаковую нумерацию соответствующих ребер и дуг.

Лемма 2. Пусть В= B(G) -матрица Кирхгофа обыкновенного графа G и I = I(H) - соответствующая матрица инцидентности некоторой 
его ориентации Н. Тогда В = I*It.


