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INTRODUGAO

Uma equacao diferencial ordinaria € definida como uma equacao

que envolve uma fungdo incognita y e algumas de suas derivadas

avaliadas em uma variavel independente x, da forma:

Y™ (x)= fIx ()5 (%), 7" (x)] |

Nas ciéncias aplicadas a utilizacdo de equacodes diferenciais tem

como objetivo descrever o comportamento dinamico de sistemas
fisicos. Por exemplo, o comportamento dinamico de um circuito,
mostrado na figura a seguir, pode ser descrito por uma equacao

diferencial.



CIRCUITOS ELETRICOS RLC

Circuitos elétricos mais complexos sao basicamente formados
por resistores de resisténcia R, indutores de indutancia L,
capacitores de capacitancia C, carregado com uma diferenca
de potencial V. e uma fonte elétrica cuja diferenca de potencial

e indicada E(?).

7 N




Se E(t) € a diferenca de potencial da fonte de alimentacao e i(?) e

a intensidade da corrente elétrica, entao:

-V, é a diferenca de potencial nos terminais do indutor:

di

V.(t)=L
L (1) "

- V, € a diferenga de potencial nos terminais do resistor:

VR () = Ri(t)



- V. ¢e adiferenga de potencial nos terminais do capacitor:

V(1) = % [[ iGu)du

A lei de Kirchoff para tensdes afirma que a soma algébrica de
todas as tensdes tomadas num sentido determinado (horario ou
anti-horario), em torno de um circuito fechado é nula. Assim,

quando for fechado o interruptor, obteremos:

Vi) + V() + V() = E(7)




Substituindo

V(1) = L% Vo) =Ri(t) V(1) = % jo i(u)du
Vi@)+ V() +V(2) = E(2)
obtemos:

L%+ Ri(t) + éj;i(u)du = E(¢)




Se E(t) é constante e derivarmos em relacao a variavel ¢, teremos

d 2i(t) dz(t)
L 2
dt dt

z(t) 0

e temos uma EDO de segunda ordem, linear e homogénea.

Se E(t) € uma funcao diferenciavel da variavel ¢, entao

2.
d z(zt) L R di)
dt dt

l(t) = —

e temos uma EDO linear ndo-homogénea.



TIPOS DE EQUAGCOES
DIFERENCIAIS



EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

S30 equacdes diferenciais que possuem apenas uma

variavel independente.

Exemplos:
dy ! . .y >
= x4+ ‘ y € fungdo de x e x € a Unica variavel
dx v independente.
dy 2, .2 5 5 - téauni
“r _ ‘ v e x s&o funcgdes de £, ¢ € a Unica
dt X Ty variavel independente.

d’y

, , y e x sao fungbes de w; w € a
=Xty ‘ Unica variavel independente. Esta

dw edo é de segunda ordem.



EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS

Uma equacao diferencial parcial € aquela cuja funcao

incognita depende de duas ou mais variaveis independentes.

Exemplo:

2 2
g L2t+8 Z =0 ‘ u € funcao de x e y; x e y sao variaveis
ox™ Oy independentes. EDP linear, de 22
ordem e homogénea. (Equacido de
Laplace)




SOLUCAO DE EQUAGOES DIFERENCIAIS

Determinadas equacgdes  diferenciais podem  ser
solucionadas analiticamente, cuja solugcao € uma expressao

literal. No entanto, isto nem sempre & possivel. Neste caso, a

solugao € obtida atraves de solugcao numerica, como sera visto

na sequéncia.



Exemplo:

Resolva a equacao diferencial d_y = .
X

Solucao:

Q_yjdy dx:jdy Idx:>ln(y)+cl—x+cz
dx y

C

y(x)=e" =e'e".

Tomando k = e‘ obtemos :

y(x)=ke’




Observe que a solucdo da equacao diferencial resulta numa
familia de curvas que dependem da constante k, como pode ser
visto na figura abaixo. Uma solucao particular pode ser obtida a
partir das condigcdes iniciais do problema. A especificacao de
uma condicao inicial define uma solucao entre a familia de

curvas.

45

y(x) =ke’

35+

251

201

151

10F




SOLUCAO NUMERICA DE
EQUACOES DIFERENCIAIS
ORDINARIAS - PROBLEMA DE
VALOR INICIAL



Considere a equacao diferencial ordinaria de primeira ordem com
condicao inicial :

{y'z f(x,)

(%) =¥,
Se a solucao da equacao diferencial acima ¢é do tipo y(x), conforme

, xe€la,b]; x,=a

llustrado abaixo:

Y y(x )




entao a solucdao numérica da equacao diferencial € obtida

aprOXimandO'Se 0S Valores J/(xo)a y(xl)a y(x2)9 y(x3)a"°9y(xn) y

conforme a tabela abaixo:

X X% X5 X X,
34 ¥ Y Vi Yn
b—a

onde x, = x, + jh, com h= e n € o numero de subintervalos

n

de /a,b].

Considera-se que a notacédo y(xj ), j =1,2,...,n indica a solugao

exata da EDO nos pontos x;, x,, x5,...,x,, € V> J =2

indica a solugcao aproximada obtida por um método numerico.



Na solucido numérica ndo se determina a expressao literal da
funcao y(x), mas sim uma solugao aproximada do PVI num
conjunto discreto de pontos.

Nos problemas das ciéncias aplicadas, normalmente estuda-se
o comportamento dinamico de determinadas variaveis, portanto
necessita-se da evolugcao das variaveis em funcao da variavel
independente. A partir dos dados numericos € possivel gerar um

esboco do grafico da fungao incognita.



METODOS BASEADOS
NA SERIE DE TAYLOR

Série de Taylor

Resumo



Suponhamos que, de alguma forma, tenhamos as

aproximagoes y, y,, ..., y,para y(x), emx, x,, ..., x..

Se y for suficientemente “suave”, a série de Taylor de y(x) em torno

dex=xl.é:

= ' — n _(x—x,.)z (k) (x—x,-)k (k+1) M
Px) = y(x)+y (e)lx—x) 4y ) ==l S GRS S

&. entre x; € x.

Assim,

k
(‘xi+1 B xi)

k!

2
' " xi+ _xi
P) = 00+ 3 ) =)+ ) I 4y



Se y ? representa a aproximacado para a j-ésima derivada da funcéo
y;rrep P P J ¢

y(x) em x.: yw(x’.) eh=x_, —x,teremos:

1

h’ h*
J’(xm) = Via = Vi +yi'h+yi"§+m +yz'(k)ﬁ

e o0 erro de truncamento € dado por:




Observamos que, se y(x) tem derivadas de ordem (k+1), continua
num intervalo fechado /I que contém os pontos sobre os quais

estamos fazendo a discretizacao, entao existe:

xel

k+1
My, =max| ()

Assim, teremos um majorante para o erro de truncamento pois

VE) M, VE el

4 hk+l

M k+1
= |e(x,)|<max|e(x)|< pr”?
) (k+1)!



Um metodo numérico € dito de ordem p se existe uma constante C

e(x,,,) | < Ch”"!

Onde C depende das derivadas da funcao que define a equacao

tal que:

diferencial.

Para aplicar o metodo da serie de Taylor de ordem «k:

" (k)
B v, Yiog2 k
Yin =Y+ ¥ h+ o) P+l o+ k h

temos de calculary’, y.”, y.”, ..., y¥.



Agora, y’(x) = f(x, v(x)). Entao:

Assim, por exemplo, o0 método de série de Taylor de 2% ordem &€:

h2
Via =Y +hf(x,y) +3[fx(xi,yi) +f,(x, ) f(x,y)], i=0,L...



Observe que

V'(x) = f.( () + L p(x)y' (x) +
+[ £, y(x)+ £, (6, ()Y ()] (x) + £, (x, y(x)) y" (x)
=fot S S+t LD+ U+ 1)

A expressao da terceira derivada ja nos mostra a dificuldade dos
calculos de um método de Taylor de terceira ordem. Observe

ainda que todos esses calculos sdo efetuados para cada |,

1=1, .., n.



Os métodos que usam o desenvolvimento em série de Taylor
de y(x) teoricamente fornecem solucao para qualquer equacao
diferencial. No entanto, do ponto de vista computacional, os
metodos de série de Taylor de ordem mais elevada sao
considerados inaceitaveis pois, a menos de uma classe restrita
de fungdes f{x,y) ( f{x,y) = x* + )7, por exemplo), o calculo das

derivadas totais envolvidas é extremamente complicado.



METODO DE PASSO UM
METODO DE EULER



Consideremos, o método de serie de Taylor de ordem k£ = 1, ou

seja,
Yielr = Vi +hy; =i +hf(xi9yi)
onde
e(xi+1):y (§Xi+[)h2

Este € o método de Euler, que € um método de série de Taylor de

ordem 1.



INTERPRETAGAO GEOMETRICA DO MEDODO DE EULER:

Como conhecemos x, ey, = f(x,), entao sabemos calcular y'(x,) =
ftx,y,). Assim, a reta r (x) que passa por (x,y,), com coeficiente

angular y’(x,), é:

Escolhido h=x . —
— Vk+l

Xk

y(x) =y, =1,(x) = y(x) + hy'(x,)

ou seja

Hﬁyl = Yo +hf(xo»J’0)~‘




O raciocinio € repetido com (x,y,) e y, = y, + hf(x,y,) € assim,

sucessivamente, o método de Euler nos fornece:

Vi =V 1 (X, 0,)- k=0,12,...
GRAFICAMENTE:




EXEMPLO:

Sejao PVI:. y’=y, y(0) = 1. Trabalhando com quatro casas decimais,

usaremos o metodo de Euler para aproximar y(0.04) com erro

menor do que ou igual a ;e = 5x10™.

O primeiro passo € encontrar h de modo que:

_126)
S

Neste caso, conhecemos a solugao analitica do PVI. yx) =

<&

temos entao que:

M, = max |y"(x)|=e"" =1.0408 = [ V"(S, )] <

x€[0,0.04]



1. 0408

donde | o(x)|< ; Vxe I=[0,0.04]
—4 -3
1.0408 < 510~ entfio A < 2x5x107" 10
1.0408  1.0408
Portanto,

Considerando pontos igualmente espacados, tem-se & = 0.04/n,

onde n € o numero de subintervalos de 1. Assim,

0.04 0.04

<0.0310=>n> =>n>129=>n>2.
0.031

n

Portanto, tomando n =2, 7 = 0.02.



Assim,

X =0 ¢ y(x)=p(0)=y, =1.

h
x; =0.02 , , :
x, =0.04 i K g
A :
P y(n) = 3y = yo + B (X0, ¥4) = Yo + by,
= y,(1+ 1) =1(1+0.02)
=1.02
€ y(x,) =y, =y +hf(x, ) =0 =y, (1+h)
=1.02(1.02) =1.02°
=1.0404

Dado que ¢”%, com quatro casas decimais, vale 1.0408, temos que

o erro cometido foi 1.0408 — 1.0404 = 4x10™* < 5x10™.



METODOS DE
RUNGE-KUTTA



METODOS DE RUNGE-KUTTA

A idéia basica destes métodos € aproveitar as qualidades
dos métodos de série de Taylor (ordem elevada) e ao mesmo
tempo eliminar sua maior dificuldade que € o calculo de
derivadas de f{x,y) que, conforme vimos, torna os metodos de

série de Taylor computacionalmente inaceitaveis.



Podemos dizer que os metodos de Runge-Kutta de ordem p se

caracterizam pelas propriedades:

» S30 de passo um (auto-iniciantes);
* nao exigem o calculo de derivadas parciais de f(x,y);

* necessitam apenas do calculo de f(x,y) em determinados pontos

(os quais dependem da ordem dos meétodos);

* expandindo-se f(x,y) por Taylor em torno de (x , y) € agrupando-se
os termos em relacao as poténcias de %, a expressao do metodo de

Runge-Kutta coincide com a do metodo de Taylor de mesma ordem.



METODOS DE RUNGE-KUTTA DE 12 ORDEM:
METODO DE EULER

Ja vimos que o método de Euler € um método de série de

Taylor de 12 ordem:

Yin =Y thf(x,,), i=0,1,2, ...

Observe que o método de Euler possui as propriedades
anteriores que o0 caracterizam como um metodo de

Runge-Kutta de ordem p = 1.



METODOS DE RUNGE-KUTTA DE 22 ORDEM:

Inicialmente sera apresentado um método particular que € o
metodo de Heun, ou método de Euler Aperfeicoado, pois ele tem

uma interpretacao geomeétrica bastante simples.

Conforme o préprio nome indica, este método consiste em fazer
mudancas no metodo de Euler para assim conseguir um método de

ordem mais elevada.



METODOS DE EULER APERFEICOADO:

INTERPRETAGAO GEOMETRICA



Dado o PVI:

y'=f(x,)
{ , xe€la,b];x,=a
y(x) =¥y
Considere o ponto (x, y), y. = y(x). Vamos supor a situagao
ideal em que a curva desenhada com linha cheia seja a solucao

y(x) da nossa equacao ( isto s6 acontece mesmo em (x,, y,)).

Por (x, y) tracamos a reta L, cujo coeficiente angular &
i Y 1

y'.=f{x, y), ou seja,

Li:z;(x)=y, +(x—x; )y;'"= y; + (x = x; )f(x;, ; )-



V=

y(x) (Solugdo analitica)




Assim, dado o passo 4, z,(x,, ) = z,(x, + h) € igual ao valor .,

obtido do método de Euler, que chamamos aqui de —

yi+1‘
Seja

P= (xi -+ h,yl- + hy’l- ) — (xi+1’)7i+1)‘

Por P agora, tracamos a reta L, com coeficiente angular

dado por:

S +hy, +hy's )= f(X 1, Vier )-

1L, 2,00 =y, + hy'ok o = (e + W] + by +hy'y )




'

Vin =Y +hy,

Vo=

xi (— h _) xl‘+1



A reta pontilhada L, passa por P e tem inclinagao dada pela
media aritmetica das inclinagoes das retas L, e L, ou seja, sua

inclinacao é:

S,y )+ fx, +hy, +hy'; )

2




'

Vin =Y +hy,

Vo=

xi (— h _) xl‘+1



A reta pontilhada L, passa por P e tem por inclinagao a media

das inclinagoes das retas L, e L, ou seja, sua inclinagao e:

S,y )+ fx, +hy, +hy'; )

2

Areta L passa por (x, y) € € paralela a reta L, donde:

Sy )+ f(x; +hy, +hy's )

L:zx)=y, +(x—x;) -




yn'




O valor fornecido para y ., pelo método de Euler Aperfeicoado é:

h .
Vi =V +§[f(x,~,)/i)+f(x,~ +hy +hf(x,y))], i=0,12,...

Observamos que este método € de passo um e so trabalha
com calculos de f(x,y), nao envolvendo suas derivadas. Assim,
para verificarmos que ele realmente € um método de
Runge-Kutta de 22 ordem, falta verificar se sua formula concorda

com a do método de série de Taylor até os termos de 22 ordem

h’ h’

Yiv:r =i +hf(xi’yi)+7fx(xi’yi)+_f(xi’yi)fx(xi’yi)

2
Esta verificagao sera feita para o caso geral, apresentado a

seqgulir.



FORMA GERAL DOS METODOS
DE
RUNGE-KUTTA DE 22 ORDEM



O método de Euler Aperfeicoado € um método de Runge-Kutta
de 2% ordem e podemos pensar que ele pertence a uma classe

mais geral de métodos do tipo:

yi+1 :yi+ha1f(xi9yi)+ha2f('xi +b1h9yi +b2hf(xi9yi))

Para o método de Euler Aperfeigoado,

a, =), b =1
a,=), b,=1

Temos quatro parametros livres: a, a, ble b2. A concordancia
com o método da série de Taylor até os termos de ordem A4’ é

sera mostrado a seguir.



O desenvolvimento de Taylor da funcao f(x. + b,h, y. + bhf(x., y.))

em torno do ponto (x_, y.) € dado por:

f(x;+bh,y, +b2hf(xiayi)):f(xiayi)+b1hfx(xiayi)+b2hf(xi>yi)fy(xiayi)+

+ termos de #°.

Desta forma o método de Runge-Kutta pode ser reescrito como:

Vin = Vitahf (x, )+ ahl f(x;,y,)+bhf (x;,y,) +bhf (x,, ) [, (X, y,)]+
+ termos de #°.



A expressao:

Vin = Vitahf (x, )+ ahl f(x;,y,)+bhf (x;, ) +bhf (x,, ) [, (X, y,)]+

+ termos de #°.

pode ser escrita como

Vit = Vi +alhf(xiayi)+a2hf(xiayi)+azblhzfx(xiayi)+a2b2h2f(xiayi)fy(xiayi)+
+ termos de 7°.

YVin =Y, +H (x,¥,)(q +a2)+h2[a2b1fx(xnyi)+azbzf(xiayi)fy(xiayi)]+
+ termos de /°.



Como o método de série de Taylor de 22 ordem ¢é escrita como:

Vi =yl.+h+h2g[fx(xl,y,-)+fy<xl.,y,.)f<x,.,y,.>ﬂ i=0,1,..

+ termos de #°.

E o método de Runge-Kutta de 22 ordem € dado por:

Vist = Vi +h[f('xi’yi)(al +a2)]+hz{[a2b1](x(xi9yi)+a2b2f(xi7yi)fy(xi?yi)ﬂ+

+ termos de 4.

Entdo, a concordancia dos dois métodos até #° é obtida se:

§

a,+a, =1
<azbl :%
— 1
kazbZ_A



O sistema anterior possui trés equacdoes e quatro variaveis.
Escolhnendo um dos parametros arbitrariamente, por exemplo

a,=w #+ (), temos:

(a,+a, =1 |

a,b, =) > 4
\a,b, = ) b=b,=)w

e a forma mais geral dos métodos de Runge-Kutta de 2% ordem e

o

dada por

Vi = i+ HA=w) f(x;, y) + wWhl f (X, + 55, v+ 55 [ (x5, p)], i=0,1,2,...




METODOS DE RUNGE-KUTTA
DE
ORDENS SUPERIORES



De forma analoga, pode-se construir métodos de 32 ordem, 4°
ordem, etc. A seguir serdo fornecidas apenas féormulas para

métodos de Runge-Kutta de 32 e 42 ordem:

32 ordem

2 1 4
Vimn =Y, t—=k +—k, +—k, onss

9 3 9

kl — hf(xiayi)
h k
k,=hf(x. +—,y +—
2 f(l 2 yz 2)
3 3

ks = hf 5+ ey, + k)



4?2 ordem

0 1 4 onde
Vin =Y t=k +=k,+—k,

9 3 9
kl :hf('xi?yi)
h k
k,=hf(x,+—,y, +—
2 f(xl 2 yl 2)
3 3

k.=hf(x,+—h,y.+—k
3 f(l 4 yl 4 2)



OBSERVAGAO:

@ Os métodos de Runge-Kutta, apesar de serem
auto-iniciaveis (pois sao de passo um) e nao trabalharem
com derivadas de f(x,y), apresentam a desvantagem de nao
haver para eles uma estimativa simples para o erro, o que

Inclusive poderia ajudar na escolha do passo /.

@ Existem ainda adaptacoes dos métodos de Runge-Kutta que
sao simples operacionalmente e que sao usadas tambem

para estimativas de erro e controle do tamanho do passo 4.



METODOS DO PONTO
MEDIO



Considere agora o desenvolvimento de y(x, + /) e y(x, = h) em

serie de Taylor em torno do ponto x, isto é:

V(x, +h) = y<x>+hy<x>+%y"( )+%y’"<x>+m
V(x, —h) = (x,)— hy<x>+%y"< )—%y"'<x>+m
Fazendo y(xl-+h) J/(xl- h) obtemos:

y(x, +h)y—y(x,—h)=2hy'(x,) + X))+
SR



Considerando apenas o primeiro termo do lado direito da
expansao acima, substituindo y(x+h) por y. ., y(x, — h) por y._, €

y’(x) por f, obtemos:

Vi — Via = 2Hf,

ou

Via = Vio +2H,

onde y, e y, sa@o valores iniciais.

Desta forma o método do ponto médio € de passo dois e

possui ordem 2.



Série de Taylor:

Seja f uma funcado com derivadas de todas as ordens em algum
intervalo contendo a como um ponto interior. Entao, a série de

Taylor gerada porfemx =a é

f() f(”)()

°° “”(a)
2 (=)' = fl@)+ [ @(x—a)+

k=0 .

(x—a)’ +..+

(x—a)" +




Exemplo:

Desenvolver f(x) = In(x) , em torno de x = 1.

f(x)=lnx—> f(1)=0

S =x"> f1)=1

(6 =27 > (1) =1

/M) =27 > (1) =2

7 () =637 > 7 (1) =6
i

(X)) =D (n=Dlx™ > (1) = (=) (n-1)!

Assim,

_ 1\2 _1\3 _1\4 1\l 1\ _1\"
1nx:O+(x—l)—(x D +2(x D _olx—1) +...+( D" =DGS2) +...
2! 3! 4! n!



Portanto,

Inx=(x—1)— (x—21)2 + (x;1)3 L (x;1)4 SR (_1)n+1’§x_1)n .




METODOS DE PASSO MULTIPLO
BASEADOS EM INTEGRACAO
NUMERICA



A caracteristica destes métodos € a utilizacao de
informacgdes sobre a solugcao em mais de um ponto. Podem ser

divididos em:

* Metodos explicitos: trabalha-se com as aproximacoes y, y. ,

Y.y -y, paraobtery .

* Métodos implicitos: trabalha-se com as aproximagoes y. ., v,

YV.p Yy Y, paraobtery. .



A formula geral dos métodos lineares de passo multiplo €

dada por:

k k
yz'+1:Zajyi—j+l+ h Zﬁj][i—jﬂ; le—l
J=1 J=0

Nesta expressao, observa-se que:

* Se B, = 0, sao necessarios k passos anteriores: y, y. , v, ...,

Yty Este € um metodo explicito.

e Se ,BO # 0, necessita-se de k passos anteriores e do valor de

f.,=fx, .y ,). Este € um metodo implicito.



METODO DE ADAMS -
BASHFORTH



Estes métodos baseiam-se na idéia de integrar a equacgao

diferencial ordinaria de primeira ordem, isto é:

y'(x) = flx,y(x) = fy'(x) dx = :‘tf(x,y(x)) dx =

y(xi+1) . y(xi) m :f f(X,y(x)) dx =

V() = 200) + | £ 0(x) d




Seja a aproximacao de f{x, y(x)) dada pelo polinbmio de grau

m, p_(x) , que interpola f(x, y(x)) em:

X, X, ,X_,,0 ,x_ . (Método explicito)

_m'

X5 X, 5 X5 X B0 X, ) (Método implicito)

Desta forma, a expressdo dos métodos de ADAMS -
BASHFORTH sao do tipo:

Vin =Wt I pm(‘x) dx

1




Para m = 3, mostra-se que:

Metodo explicito de ordem 4

h
Vin =Y+ o {55f =59 f,_, +37f,-9f. | para i>3
com erro local:
251
€oe (Xi) = ——— 20 n (5)(5 ) , fxie[xi,xm]




Para m = 3, mostra-se que:

Metodo implicito de ordem 4

Yin=Y;t %{9fi+l+l9fi—5fi_l+ A } para i2> 2

com erro local:

19

eloc('xi+1):_Wh5y(5)(§xi) , Gr €1X% ]

Aconselha-se a utilizacao de um método de passo simples de
mesma ordem para a obtencdo dos valores necessarios para a
inicializacao do método de passo multiplo. Nesse caso, € usual

aplicar o Método de Runge-Kutta de quarta ordem.



METODO PREDITOR - CORRETOR
DE ADAMS-MOULTON



Dado o PVI:
{y'= f(x, )
¥(x,)=Y,

1° passo: Calcular usando um método de passo simples de 4°

ordem os valores iniciais:
yl p y2 € y3

2° passo: Calcular y ., @ utilizando o método explicito

(PREVISAO):

Vo =y o[5S =59 £ 437 fra=9f] 23




3° passo: Calcular:

9 = AR

4° passo: Calcular ym”‘) utilizando o método implicito
(CORRECAO):

h _
yz'(fl) :yz'+ﬁ[9f(k g + 19 f =5 ans i—2]

i+l

Até que

(k) (k1)
Yiai — Vin
(k)
yi+1

<é k=123,..




EQUACAO DIFERENCIAL DE
ORDEM M



Uma equacio diferencial de ordem m, pode ser reduzida a
um sistema de m equagdes de primeira ordem. A maneira mais

usual para resolver estas m equacgoes, desde que seja um PVI, é

trabalhar na forma matricial.

Para exemplificar, consideremos uma e.d.o. de 2" ordem:

" ! (Z':f('x"’y)z)
{y =f(x, ¥, ") . T .

' , , sefja z=y e z'=y" = Jy'=z
V'(x,)=),, y(x,)=y,

z(x,)=)'y » Y(x,)=Y,
escrevendo na forma matricial vem:

{Z} :{f(x,y,z)} = Y'=F(x,Y) para Y(x,)= Vo
Y z Yo



A equacao diferencial

Y'=F(x,Y) para Y(xo)z(y'()]

0

pode ser resolvida utilizando qualquer um dos metodos estudados

anteriormente. Por exemplo, o0 método de Euler Aperfeicoado:

)

Y, =Y + %{F(XQYI) +F('xi+h , Yo+ hYz)}




