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Линейная алгебра





� Матрица – это прямоугольная таблица чисел.
� Аm*n – матрица размера m*n (m строк, n столбцов)

� bi j – элемент матрицы, стоящий на пересечении iтой 
строки и  jтого столбца.



ВИДЫ МАТРИЦ:
� Матрица-строка (вектор-строка) – матрица, состоящая из одной строки.

� Матрица-столбец – матрица, состоящая из одного столбца.
 

� Квадратная матрица – матица, у которой число строк равно числу 
столбцов (m=n)

Квадратная матрица 2-го порядка
Элементы квадратной матрицы, у которых i=j, называются элементами 

главной диагонали.
с11, с22 – элементы главной диагонали
� Диагональная матрица – матрица, у которой все элементы, кроме 

элементов главной диагонали, равны нулю.

� Единичная матрица – это диагональная матрица, у 
которой элементы главной диагонали равны единице.

� Нулевая матрица – матрица, у которой все элементы равны нулю.











ОПЕРАЦИИ НАД МАТРИЦАМИ:

� Сложение – выполняется только для матриц 
одинакового размера.

   

� Умножение матрицы на число

� Транспонирование матрицы – осуществляется в 
результате замены строк матрицы на 
соответствующие столбцы с сохранением порядка 
элементов.



СВОЙСТВА ОПЕРАЦИЙ НАД МАТРИЦАМИ:
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8.  
9.  

10.  
11.  

переместительное свойство

сочетательное свойство





ОПРЕДЕЛИТЕЛИ

� Определитель – это число, характеризующее  
квадратную матрицу.

� Обозначение:   
� Правила вычисления:









ПРАВИЛА ВЫЧИСЛЕНИЯ ОПРЕДЕЛИТЕЛЯ ЛЮБОГО 
ПОРЯДКА

� Теорема Лапласа:
Определитель квадратной матрицы равен сумме 

произведений элементов любой его строки (столбца) 
на их алгебраические дополнения.

Вычислим определитель А разложением по  i-той 

строке:

Вычислим определитель  разложением по j-тому  
столбцу:











ОБРАТНАЯ МАТРИЦА

Матрица  А-1 называется обратной матрицей, если 

Алгоритм вычисления обратной матрицы А:
� Вычисляем определить матрицы : 
� Вычисляем алгебраические дополнения всех 

элементов матрицы А и составляем из них 
присоединенную матрицу: 

� Транспонируем присоединенную матрицу: 
� Вычисляем обратную матрицу по формуле:   



РЕШЕНИЕ СИСТЕМ  ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

 - переменные
 - коэффициенты при переменных
 - свободные коэффициенты

Решить систему уравнений – это значит найти значения переменных, при 
которых каждое уравнение системы превращается в верное числовое 
равенство.
Если система имеет решение, то она называется совместной.
Если не имеет решений, то – несовместной.
Если совместная система имеет единственное решение, то она называется 
определенной.
Если бесконечно много, то – неопределенной.





                        Метод Крамера



2 СПОСОБ. СПОСОБ ОБРАТНОЙ МАТРИЦЫ

� Систему линейных уравнений можно представить в 
виде матричного уравнения 

где 



АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ
ВЕКТОРЫ НА ПЛОСКОСТИ И В ПРОСТРАНСТВЕ



ОПЕРАЦИИ НАД ВЕКТОРАМИ, ЗАДАННЫМИ В КООРДИНАТНОЙ 
ФОРМЕ



УРАВНЕНИЕ ПРЯМОЙ НА ПЛОСКОСТИ

� Уравнение прямой в общем виде   

Где  А, В, С – числа.
� Уравнение прямой, проходящей через данную точку

� Уравнение прямой, проходящей через две точки

� Угол между двумя прямыми
 

Где  k2 , k1 – угловые коэффициенты прямых
        Формула берётся со знаком «+», если угол между прямыми острый, т.к.  
тангенс острого угла – число положительное;
       Формула берётся со знаком «-», если угол между прямыми тупой, т.к. 
тангенс тупого угла – число отрицательное.  



Условия параллельности и перпендикулярности прямых
а, в – прямые
k1, k2 – угловые коэффициенты прямых
а II в, если  k2 = k1  
а   в, если k2 = -  

Расстояние от точки до прямой

Точка пересечения двух прямых



АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ В ПРОСТРАНСТВЕ

� Уравнение плоскости в пространстве, проходящей 
через точку M0 (x0 ; y0 ; z0), перпендикулярно 
вектору n=(A; B;C):

� Общее уравнение плоскости:

� Уравнение плоскости, проходящей через три точки:

� Уравнение плоскости в отрезках
A (a; 0; 0), B (0; b; 0), C (0; 0; c)



УРАВНЕНИЕ ПРЯМОЙ В ПРОСТРАНСТВЕ

o Параметрическое:

o Каноническое:  S (m; n; p) – направляющий вектор, 
M0 (x0 ; y0 ; z0)

o Уравнение прямой, проходящей через две точки:

o Общее уравнение (пересечение двух плоскостей)



КРИВЫЕ ВТОРОГО ПОРЯДКА









Математический анализ



ФУНКЦИИ
   Функцией (числовой функцией) называется 

отображение числового множества D в числовое 
множество Е.

   Функцию записывают так: y=f(x). 
   Множество D называется областью определения 

функции, а его элемент  - аргументом. Множество 
Е называется областью значений функции, а его 
элемент - функцией (значением функции, 
зависимой переменной). 

   Графиком функции y=f(x)  называют  множество 
точек на плоскости, у которых абсциссы являются 
допустимыми значениями аргумента , а ординаты 
– соответствующими значениями функции.



ПРЕДЕЛ ПЕРЕМЕННОЙ ВЕЛИЧИНЫ

Предел – одно из основных понятий математического 
анализа. Понятие предела использовалось еще Ньютоном во 
второй половине XVII века и математиками XVIII века, такими 
как Эйлер и Лагранж, однако они понимали предел 
интуитивно. Первые строгие  определения предела дали 
Больцано в 1816 году и Коши в 1821 году.
Пусть переменная величина x в процессе своего изменения неограниченно 

приближается к числу 5, принимая при этом следующие значения: 4,9; 
4,99;4,999;…или 5,1; 5,01; 5,001;… В этих случаях модуль разности 
стремится к нулю:  = 0,1; 0,01; 0,001;…
Число 5 в приведенном примере называют пределом переменной 
величины x  и пишут lim x = 5.

Определение. Постоянная величина a называется пределом переменной x, 
если модуль разности при изменении x становится и остается меньше 
любого как угодно малого положительного числа e.



ПРЕДЕЛ ФУНКЦИИ В ТОЧКЕ

Определение. Число b называется 
пределом функции в точке a, если для 
всех значений x, достаточно близких к 
a и отличных от a, значения функции 
сколь угодно мало отличаются от числа 
b.



ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ПРЕДЕЛОВ

1. Предел алгебраической суммы конченного числа 
переменных величин равен алгебраической сумме пределов 
слагаемых:

lim(x + y + … + t) = lim x + lim y + … + lim t.
2. Предел произведения конечного числа переменных 

величин равен произведению их пределов:
lim(x·y…t) = lim x · lim y…lim t.
3. Постоянный множитель можно выносить за знак предела:
lim(cx) = lim c · lim x = c lim x.

Например, lim(5x + 3) = lim 5x + lim 3 = 5 lim x + 3.
4. Предел отношения двух переменных величин равен 

отношению пределов, если предел знаменателя не равен нулю
            5. Предел целой положительной степени переменной 
величины равен той же степени предела этой же переменной:



ЗАМЕЧАТЕЛЬНЫЕ ПРЕДЕЛЫ

   В математике важную роль играют два специальных 
предела, которые ввиду их важности названы 
«замечательными»:

                              - первый замечательный предел

                                  - второй замечательный предел
Пример 1. 

Пример 2. 



РАСКРЫТИЕ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЕЙ
   Иногда правила предельного перехода непосредственно 

неприменимы. 
   Например, при отыскании

   когда f(х)→0, φ(х) →0 или f(х)→∞, φ(х) → ∞.
   В этом случае надо проделать над дробью некоторые 

преобразования. Чтобы обозначить такие ситуации,
   говорят, что имеем дело с неопределенностью 
  или 

  Пример 3. 



 Пример 4.

Пример 5. 



ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ

  Производной функции y=f (x) называется скорость 
изменения функции в данный момент времени 
(мгновенная скорость)

Таблица производных



ПРАВИЛА ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ



Пример. Вычислите производную функции 



ПРИМЕНЕНИЕ ПРОИЗВОДНОЙ К ПОСТРОЕНИЮ 
ГРАФИКА ФУНКЦИИ. 

ВОЗРАСТАНИЕ И УБЫВАНИЕ ФУНКЦИИ. ЭКСТРЕМУМЫ.

   Функция y=f(x) возрастает на некотором интервале [a;b], 
если производная функции на этом интервале больше 
нуля   f’(x)>0.

   Если f’(x)<0, то функция убывает.
   Точка x0 называется точкой экстремума функции, если:

1) f’(x) в этой точке равна нулю или не существует
2) функция в этой точке должна существовать
3) f’(x) при переходе через точку меняет свой знак:

• с «+» на «–» точка максимума max
• с «–» на «+» точка минимума min



ПРОМЕЖУТКИ ВЫПУКЛОСТИ ФУНКЦИИ. ТОЧКИ ПЕРЕГИБА

   Функция y=f(x) на промежутке [a; b]
   Если вторая производная f”(x)>0, то функция на 

промежутке [a; b] является выпуклой вниз.
   Если f”(x)<0, то функция выпукла вверх.
   Точка x0 является точкой перегиба функции, если:

1) f”(x)=0 или f”(x) не существует;
2) f(x)  в этой точке существует;
3) f”(x) при переходе через эту точку меняет свой 

знак.



Пример. 
Исследовать функцию f(x) и построить ее график

1) Область определения R. 
2) Функция непериодическая.
3) Четность/нечетность - функция общего вида.



4) Точки пересечения с осью ОХ:
y = 0



c осью OY: х = 0 ; у = -7\10 



5) Экстремумы, возрастание, убывание 



x

y’ + - +

y возрастание убывание возрастание



6)  Выпуклость/вогнутость



ГРАФИК ФУНКЦИИ



ПЕРВООБРАЗНАЯ И НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ 
ИНТЕГРАЛ 







   Производная неопределенного 
интеграла равна подынтегральной 
функции, а его дифференциал- 
подынтегральному выражению. 
Действительно: 



ТАБЛИЦА НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 



ТАБЛИЦА НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 



МЕТОД ЗАМЕНЫ ПЕРЕМЕННОЙ



ПРИМЕРЫ



ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПО ЧАСТЯМ



ПРИМЕРЫ



ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ



СВОЙСТВА ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА 



СВОЙСТВА ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА 



ВЫЧИСЛЕНИЕ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА 



ПРИМЕР

   Вычислить                   .



ВЫЧИСЛЕНИЕ ИНТЕГРАЛА 



ВЫЧИСЛЕНИЕ ПЛОЩАДЕЙ

   Площадь фигуры в декартовых координатах.

0



ВЫЧИСЛЕНИЕ ПЛОЩАДЕЙ


