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6.3 Rezolvarea sistemelor de ecuatii algebrice neliniare

 Fie f(x)=0, f:D,—>D,, D,,D,c®R™ (™)

x=[x; U Xn]T f(x)=[f, (X}, x,) N fn(X17""Xn)]T

transcendent (exponentiale, logaritmi) in argumentele X

i9

I Fie a=[a, B o,]", f(a)=0_

] Metodele numerice pentru rezolvarea problemei (1) [| metode iterative

1=

construiesc un sir de vectori convergent la solufia a:

(1)

£ (x),i= o - compunere de functii elementare de tip polinomial, trigonometric sau

I,....,n

{K[k] Jks0> lim X
k—o

(k]

a

— -punctdestart: x" =[xl ¥ xI'" € V,={&xeD,/|x-al,<h,h>0;cD,

n

[1 Uzual sistemul de ecuatii (1) se rescrie sub forma: % =g(x)

!

X —ox™), k=0,1,0 , x'* - precizat

(2)

(3)
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Teorema:

Fie ecualia vectoriala neliniara (1), rescrisa sub forma (2). Se considera V_ o vecinatate a solufiei o, .
Daca functia g este o functie continua pe V_, iar componentele sale, g.,i=10 ,n, admit derivate
partiale in raport cu argumentele x »J=L0 ,n @i satisfac la relatia:

A

% <—, Xe(‘@(),l), VxeV,
n o

o (x)

J

atunci:
i. dacd x'" e V, , atunci gi elementele Sirului {5[1‘]}1(:0’1’m definit de catre relatia (3) apartin
vecinatatii V, ;

ii. ~sirul definit de catre relatia (3) converge catre solufia o, pentru k — .

Observatie:

Elementele din relatia (4) se refera la componentele matricei iacobian a functiei g in raport cu

argumentul x : ds(x)
X .
Gl - & {5&(5)}
1<1,j<n

OX .

J
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6.3.1 Metode iterative explicite

metoda Newton — metoda iterativa explicita

l

estimatiile la un anumit pas al iterarii se obtin in mod direct,
explicit, ca o functie de estimatiile de la iteratia anterioara.

- functia de iterare:  g(x)=x - A(x)-f(x)
A(x) = [aij ()]« j<n

- sirul (3) converge dacd A(X) — nesingulara pentru X€V,

- solufia a satisface conditia de punct fix pentru functia g(x) :

ga)=a=-A(e) f(a)=0, mmmp f(a)=0, < A(a) -nesingulara

- se considera ca matriceaA(x) = A = constant 1

matricea A se alege astfel incat iacobianul funciiei de iterare sa aiba,
in modul, elementele mici sau foarte mici, pe o vecinatate a solutiei




METODE NUMERICE - curs 9

OX i

s L e A=[I ()]
G 0>, VxeV,, Gy()=(x) l
- .

d .
G == (=1, - AT, (%) Jf@):{@f‘ @]

OX -

J

G() =1, (@] T (x)=0,,,

o nuse cunoaste — alegere sub-optimala a lui
A \

xH=xM g™ £, k=0120, xMeV

- pentru evitarea calculului inversei matricii iacobian:
™) Ax™ =™

X[1<+1] :K[k] —Aﬁ[k]
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6.3.2 Metode iterative implicite

“1'" nu se mai poate exprima in mod explicit in functie de estimatiile

de la iteratia anterioara

l

legatura dintre variabile este asigurata de catre functiilef;

fiecare componentax !

ecuatia vectoriala (1) se rescrie sub f,(x;,0 ,x,)=0
forma: i
sf.(x,0 ,x,)=0
i
f.(x,0 ,x,)=0

generalizand rezultatele de la metodele iterative pentru rezolvarea sistemelor determinate

de ecuatii algebrice liniare Si in concordanta cu teorema enuntata anterior

l

aceste metode converg cétre solutia a. , pentru orice x'” e vV, ,daca p[Jf(g[O] )] <1
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A.

x [

J\

Metoda Jacobi

- vectorul obtinut la iteratia [k]

DA =0 =
N

N T IR NN

I

B.

£, (xMx5hE L xIMLE Elk]l, =0 = x 1]

Metoda Gauss-Seidel

- se aplica acelasi principiu de la metoda Jacobi

A

REE TN LX) =0 = Xl
N

f(X[k+1] [2k+1],m ,Xi[ljﬂ] 'X IR X[k) 0 :>X[k+1]

1+1?

f (X[k—i-l] [k+l] I X[k+1] M X[k+l]‘ 0 :>X[k+l]

X =[x 8

[k]T
W xi]

la fiecare iteratie se
rezolva n ecuatii neliniare
(vezi subcapitolul 6.2)

se folosesc succesiv
componentele
determinate ale
estimatiei de la iterafia
curenta
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6.4 Rezolvarea ecuatiilor polinomiale

ecuatii neliniare des intalnite in practica — ecualiile polinomiale

P (x)=0, P (x)=a,-x"+a,-x""'+0 +a,_, -x+a,
a,eR, 1=0,0 ,n, a, #0

Dezavantajul aplicarii metodelor generale pentru rezolvarea ecuatiilor polinomiale:
& necesitatea localizdrii intervalelor unde ecuatia are solutii — s-au dezvoltat procedee de separare
a radacinilor unui polinom — ineficiente computational

0 in scopul determinarii solutiilor complexe — metodele generale trebuie reformulate pentru

mul{imea numerelor complexe

A. Metode de determinare succesiva a zerourilor unui polinom

Principiul: de a pune in evidenta divizori de grad intéi sau doi ai polinomului

l

divizorii sunt separati succesiv, in urma unui proces iterativ

- metoda Bairstow — separarea divizorilor de grad doi
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- divizorul de gradul doi: T,(x)=x"+p-x+q, p,qeR

P,(x) =T, (x)-Q, »(x) + R -x+S

Q,,(X)=by-x"?+b,-x" "+l +b_,-x+b__,

- In general, coeficientii R $i S sunt functii neliniare in argumentele p Si
q:

R =R(p,q)
S=S(p.q)
=0
- pentru ca T,(x) -divizor {1;((113):2)): 0 (5)

I

aplicarea metodei implica parcurgerea unui algoritm care trebuie sa
combine:
- rezolvarea sistemului de ecuatii neliniare de @ydingtyloi din relat(5)
- determinarea coeficientilor polinomului cat,



METODE NUMERICE - curs 9

Algoritmul Bairstow

P (x)=(x"+p-x+q)-(by-x"*+0 +b_,-x+b,_,)+R-x+S (6)

- notatii: _
[ OR OR
] . [Re.@)] , g(p,q) a—q(p,q)
“laf Tlseaf T 9
! P P9 5 P9

| Ip
- Rezolvarea sistemului (5) — metoda Newton: [Jg(Z[H])]AZ[H] = £(Z"™")
R gt R i1l o |
p (p ) aq ( ) - Ap[i—l] R(p [1 l]) (7)
1)l oS [i-1] [i-1 [1 1
_(p[l 1] q[l 1]) (p[l 1] [1 1]) Aq S(p , )
op oq |

[i] _ L[] —A [i-1]
p=p P -uzual p!=0,q" =0

q[i] — q[i—l] _Aq[i—ll
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calculele implicate de rezolvarea sistemului determinat de ecuatji neliniare
(7):

. . R | S .
Sl = det[] . (zI1y] = 11 qli-1l plitl_gli-thy _
etfJo(z" )] = (p ) aq( q ) (7a)

OR i . oS [i- .
_5_q(p[ 1] [ 1]) ap( 1]’q[ 1])
i i OR i i OR i i- i i
R(p"™M,q"™ —(p[ g — " q"My RE"Y,q")
plil — . Qi = glg . (7b)
i— i— as i— i— ’ i— i i— i— ’
S(p" M, q" 3 — (" q"M %(p[ Hog My st gt
plil p Qb .
[i-1] _ [i-1] _ [i] 7cC
Ap =S ; Aq =i o' #0 (7c)

- conditia de stop pentru metoda Newton, considerand precizia impusa €:

Aapt T +Aq T e e [P+ Q) /81 < (8)
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Calculul derivatelor functiilor R s1 S

- din (6) rezulta relatiile de recurenta:

e | Jop op

1R _ab, |’ s_2
L 0q aq | o0q O
LTS
- notatji: J op
ob,
a—q=—dk 2

- derivare in raport cu p:

- derivare in raport cu q:

ob [
R_DBut [B_0 6 b, y=Doyp, ep Poa
n n—1 6p n—1

bk:ak_p.bk—l_q.bk—z kzo,l,m ,1’1—2
b,=b,=0
b.,=R, b, +p:b, =S ——
ob b,
op
ob, ob, | (10)
+p-b,y) +p-
oq oq
k=LN ,n
k=2K ,n

notatii

c,=b,—p-c;—q-¢,,

k=00 ,n-1, ¢c,=c =0

d,=b,-p-d_,—q-d;_,,

k=00 ,n-2, d,=d, =0

(9)

(11)

(12)
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- din relatjile (11) si (12) se observa ca :

d, =c, pentru k=00 ,n-2

(11), (12)
b, =c, +p-c,.;+q:¢,, k=0 n-2, ¢c,=c =0

OoR OR
— =€, —=—C, 3,
op oq (13)
8S oS
-~ ——Cuq +bn 1 =P Chas ——=7Ch2 =P Cpy3
dq

Algoritm (schita):

* inifializare p, q
—— * calcul coeficienti ¢, d_( relatiile (11) si (12))
* rezolvare sistem (7) = noi valori pentru p, q (relatiile (7a), (7b) si (7¢) )
* calcul coeficenti b, (relatia (9))
* verificare conditie stop (relatia (8))
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B. Metode de determinare simultana a zerourilor unui polinom

- ecuatia: _
t P (x)=0, P (x)=a,-x"+a,-x"" +0 +a, -x+a,

a, eR, 1=0,0 ,n, a, #0

se transforma astfel incat polinomul din membrul stang sa fie monic (a, =1

)

Q.(x)=0, Q. (x)=x"+0,;-x""+0 40, -x+0a,,
n n 1 n—1 n
o, =a;/a,,1=1L0 ,n.

- polinomului Q. (X) i se asociazd o matrice A, astfel incdt:  det(h-1. —A)=Q, (L)

/

valorile proprii ale lui A vor fi chiar radacinile polinomului Q, (x)

- 0 modalitate uzuala de construire a matricei A — matrice de tip Frobenius

0, i=L0 ,n=1, j=LW n, j£i+1
F:[fij]lsi,j£n9 fij: 1, i=LY ,n-1, j=i+1
“ — Qs i=n, j=LW ,n

\\\\ 1

0 0 0 0 0

\\ 0 0 1 0 = 0 0

- 0 0 0 o - 0 1
—dp —0p—1 “TAn-2 —Ap_3 T —Ay —0O

S~ |daca a,i=1,..nsunt coeficientii lui Qn(x), atunciA=F
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Cap. 7 Aproximarea numerica a functiilor

7.1 Formularea problemei

[l fiefunclia f:[a,b] >R, a,beR

%k
- problema de calcul — evalurea, in orice punct X €[a,b] a urmatoarelor:

d
f(x), £'(x"), £"(x"), 0, [f(x)-dx, a<c<d<b

- pot exista urmatoarele situatii:

v functia f este cunoscuta analitic prin una sau mai multe expresii, in general complicate
sau dificil de evaluat, derivat sau integrat

v functia f nu este cunoscuta analitic, ci printr-un Sir de valori:

.....

{X:}ico_ n» X; €[a,b], 1=0,0 ,n Appias<x, <l <x; <l <x, <b

divizare a intervalului [a, b] /
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rezolvarea problemei — gasirea unei functii cu o expresie in general simpla, usor de
evaluat, derivat sau integrat, care sa aproximeze cat mai bine pe f

Vx €[a,b], F(x")=f(x")

construirea funciiei aproximante, F — utilizarea unei mulf{imi de funcfii
elementare:

M={p/¢:[a,b] > R}

|

baza de functii de aproximare liniar independente

|

90(x), ¢, (.0 L0, (). , Y, -0, (x)=0 ¢, =0, Vxela,b]
k

|
F(X):Fm(x):CO .(p0(X)+M +Cm '(Pm(X)

/

polinom generalizat
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Exemplu:

* o (x):Lx, x>0 ,x™ — F(x)=P_(x)=cy,+c¢,-x+0 +c, -x"

!

aproximare cu polinoame algebrice

* ¢, (x):1, cos(x), sin(x),H , cos(m - x), sin(m - X)

|

F(x)=T,(x)=a, +a, -cos(x)+ b, -sin(x)+l +a_ -cos(m-x)+b, -sin(m:x)

!

aproximare cu polinoame trigonometrice

indiferent de abordare, rezolvarea problemei necesita raspuns la urmatoarele

chestiun: (0, ()}
v/ determinarea setului de functii m+1
v/ determinarea numarului necesar de functii (.}
k S k=0,1,...,m

v/ determinarea coeficientilor polinomului generalizat



