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Podreczniki
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o D. Halliday, R. Resnick, J. Walker: Podstawy fizyki (5 tomow)
J. Massalski, M. Massalska: Fizyka dla inzynierow, T.11i 2

e M. Herman, A. Kalestynski, L. Widomski: Podstawy fizyki,

o Bobrowski: Kurs Fizyki,

e J.Orear: FizykaT.1, T.2

A. Januszajtis: Fizyka dla Politechnik, Tom I,



Czym jest fizyka ?
—

Fizyka jest naukg przyrodnicza badajacg najbardzie;j
podstawowe 1 ogdlne wlasnosci otaczajacego nas
Swiata materialnego 1 zachodzace w tym swiecie

zjawiska.

Celem fizyki jest poznanie praw przyrody,
od ktorych zalezg wszystkie zjawiska fizyczne.



Nasuwa si¢ pytanie:
Jakie sa cele badan fizycznych na poczatku

21 wieku.

Jedna z odpowiedzi mowi, ze chodzi o zbadanie struktury
materii oraz oddzialywan pomiedzy jej skladnikami.

Do tego problemu mozna podejs¢ na dwa sposoby.

Pierwszy to badania teoretyczne, a drugi badania
doswiadczalne.



Fizyk teoretyk

bedzie staral si¢ wyjasni¢ znane zjawiska w oparciu o proste
reguly, oraz przewidywac nowe prawa 1 zaleznosci pomigdzy tymi
zjawiskami.

Fizyk doswiadczalny

ma za zadanie odkrywa¢ 1 opisywa¢ nowe zjawiska
1 prawidlowosci nimi rzadzace, lub sprawdza¢ doswiadczalnie

przewidywania teoretyczne

Szybki rozkwit nauk przyrodniczych w ostatnim czasie
zawdzigczamy silnemu oddziatywaniu pomiedzy teoria a
doswiadczeniem.




Jako nauka przyrodnicza fizyka zajmuje si¢ najbardzie;j
ogdlnymi cechami zjawisk zachodzacych w otaczajagcym
nas swiecie. Inne nauki przyrodnicze postuguja sie
prawami fizyki w bardziej szczegdétowym badaniu tych
zjawisk. Na granicy miedzy fizyka a innymi naukami
przyrodniczymi powstaly 1 rozwijajg si¢ nowe dziedziny
wiedzy, jak np.: biofizyka, astrofizyka, geofizyka,
fizykoterapia, agrofizyka, bioelektronika, chemia
fizyczna 1tp...



Istnieje Scista wiez pomigdzy fizyka a technikg. Z jednej strony
technika korzysta z odkry¢ fizyki w zastosowaniach praktycznych,

a z drugiej zas strony laboratoria fizyczne korzystajg z coraz
bardziej skomplikowanej aparatury naukowej, ktorej

projektowanie 1 wykonanie jest dzietem inzynierow 1 technikow.

Przyktadem takiej wspotzaleznosci jest zbudowanie lasera, ktory
znalazt szybko zastosowanie w telekomunikacji, przy obrdbce

metali 1 w innych dziedzinach techniki. Wykorzystanie zjawiska

emisji spontanicznej do budowy lasera byto mozliwe jednak

dzieki osiggnieciom techniki w zakresie hodowli krysztatow,

precyzyjnej obrobki mechanicznej, budowy silnych zrodet swiatta

1itp.



Pomiedzy czastkami elementarnymi istnieja cztery
oddzialywania fundamentalne. Oddzialywania te sg
odpowiedzialne za sily dzialajace pomie¢dzy czastkami.

Podstawowe oddzialywania sq nastepujace:
1. Grawitacyjne

Elektryczne
2. Elektmslab9<Elektr0magnetyczne<magnetyczne

Slabe
. Silne jadrowe
3. Siln )2
< Silne kolorowe
Dla opisu zjawisk fizycznych byloby najlepiej, gdyby
istnialo tylko jedno oddzialywanie, zawierajace w sobie
wszystkie do tej pory wymienione. JesteSmy blisko

unifikacji oddzialywan slabych, elektromagnetycznych
i silnych



Cztery oddzialywania fundamentalne

z ktorych wynikaja wszystkie sity
1 oddziatywania zaobserwowane we Wszechswiecie:

: A
Grawitack

Elektromagnetyczne

Wszystkie sily z ktorymi mozemy spotkac sie na Ziemi maja
swoje zrodlo w tyvch czterech oddzialywaniach



* Oddzialywanie grawitacyjne — sila grawitacyjna dziatla na wszystkie
masy (jest sitg powszechng) 1 pochodzi od mas; ma dlugl zasigeg 1
najmniejsze wzgledne natezenie;

o Oddzialywanie elektromagnetyczne — sita elektromagnetyczna dziala
na tadunki 1 prady 1 jej zrodtem sg tadunki 1 prady; ma diugi zasieg. Sity
mi¢dzyatomowe majg charakter elektromagnetyczny poniewaz atomy
zawieraja natladowane elektrony 1 protony, a oddziatywanie
elektromagnetyczne ma  wielokrotnie  wieksze nat¢zenie  od
grawitacyjnego.

* Oddzialywanie jgdrowe (silne) - sita utrzymujaca w calosci jadra
atomowe pomimo odpychania mi¢dzy protonami (tadunki dodatnie), ma
bardzo krotki zasigg 1 nayjwieksze wzgledne natezenie;

* Oddzialywanie stabe - temu oddziatywaniu podlegaja wszystkie czgstki
elementarne, w szczegolnosci oddzialywanie to odpowiada za rozpady
czastek elementarnych.



Zrodto oddziatywania

Wzgledne

Oddziatywanie natezenie Zasieg
Grawitacyjne Masa okoto 10~* Diugi
Elektromagnetyczne tadunek elektryczny okolo 102 Dhugi
Hadrony (protony, Krotki
Jadrowe neutrony, mezony) 1 (okoto 1015 m)
czastki elementarne Krotki
Slabe okoto 1071

(okoto 107'® m)




iektami zajmuyje si¢ fizyka?

Krysztal Atom Jadro atom | Czastkielem

Hadrony

- Meson .
\ Lepto
/ e!u!q:! veivp,v‘t

. Bariony
T

u,c,dsbt
Proton

Neutron

Czastka

1cm 103cem 16%m 10 %m ?




W wiekszosci przypadkow stwierdzimy, ze czastka si¢ porusza.
Nasuwajq si¢ wiec kolejne pytania:

Jaki bedzie ruch tej czastki?
Jaki bedzie jej tor ruchu?



Pierwsza probe odpowiedzi na pytanie — jak porusza si¢ cialo pod

wplywem dzialania sily podjal w 1687 r. Newton.

Rownania opisujace ruch, do ktorych Newton doszedl stanowia

podstawe mechaniki klasycznej. Wiaza one ze sobga pewne wielkosci

opisujace ruch, oraz powodujaca ten ruch sile.

|

Rownania  Newtona  stanowily  rezultat  obserwacji
doswiadczalnych. Pozniej okazalo si¢, ze mozna je latwo
wyprowadzi¢ ze znacznie ogolniejszych zasad zachowania.

Obszar zastosowan mechaniki Kklasycznej do zjawisk
fizycznych jest bardzo szeroki.

Obejmuje on takie dziedziny jak ruch planet, ruch
przedmiotow na Ziemi, dzialanie maszyn, rotacje, drgania,
kinematyke zderzen, szereg zjawisk termodynamicznych
i wiele innych.



Okazalo si¢ jednak, ze istnieje szereg zjawisk, ktorych
nie da si¢ opisac przy pomocy mechaniki klasyczne;.

Nalezg do nich m.in. ruchy z predkosciami zblizonymi
do predkosci swiatla, czy ruchy w mikroswiecie.

Mechanike klasyczng musielismy wigc uzupetnic
teoria wzglednosci i mechanika kwantowa.



Mechanika Newtonowska

poslugiwala si¢ pojeciem przestrzeni i czasu, przy czym czas
byl taki sam niezaleznie od ukladu wspolrzednych, niezaleznie
od tego czy uklad wspolrzednych si¢ poruszal czy spoczywal.

Einstein w 1905 roku przepowiedzial, ze czas, ktory mierzy
dany obserwator zalezy od ukladu wspolrzednych. Zostalo to
dowiedzione doswiadczalnie.

Faktem jest rowniez to, ze zadne cialo nie moze si¢ poruszaé
z predkoscia wieksza niz predkosc¢ swiatla c.



Z. kolei opis ruchow w mikroswiecie, jak np. nukleonow
w jadrze atomowym, czy elektronow w atomie znalazi
swoje rozwigzanie w latach 30 XX wieku.

Impulsem do tego byla obserwacja, ze czastki moga
zachowywac sie jak fale, a fale jak czastki. Falowy
charakter materii daje jednak zna¢ o sobie dopiero przy
ruchach w rozmiarach mikroskopowych.



W opisie zjawisk fizycznych jestesmy zdani na wlasne obserwacje,
ktore bardzo czesto sa subiektywne. Dla jednych obserwowane cialo
w ruchu bedzie poruszalo si¢ wolno, dla innych szybko.
Czas rowniez plynie roznie dla roznych osob.
Nasze zmysly roznie reaguja na odbierane bodzce.
Musimy o tych efektach pamie¢ta¢ w czasie obserwacji zjawisk i
wykonywania pomiarow.

Nie wystarczy oceni¢
srednicy wewnetrznych
okregow, trzeba

je dokladnie zmierzyc.




Prosze policzy¢ liczbe jasnych i ciemnych punktow
w rogach kratek.




Czy ktores$ z poziomych wewnetrznych linii
sq do siebie rownolegle?




JesteSmy prawie pewni, ze widzimy spirale.
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Inne przyklady




Co widzimy na tym
Ile n6g ma ten slon? slajdzie?

Saksofonista?

\ A moze portret kobiety ?



Ile rozowych kolorow jest na tym slajdzie?




Ilu nas tu jest?

Dokad te schody?




Wielkosci fizyczne i jednostki

Pomiar wielkosci fizycznej polega na jej porownaniu
z wielkoscig tego samego rodzaju przyjeta za jednostke.
Wszystkie wielkosci fizyczne wyrazone liczbami muszg

posiadac jednostke (chyba, ze sg bezwymiarowe).

Prawa fizyki wyrazaja zwigzki miedzy roznymi
wielkosciami fizycznymi. Prawa te formutowane sg
w postaci rownan matematycznych wyrazajgcych scislte
ilosciowe relacje miedzy tymi wielkos$ciami, a to wigze
si¢ zawsze z pomiarami okreslajacymi liczbowo stosunek
danej wielkosci do przyjete) jednostki



Wiele z wielkosci fizycznych jest wspolzaleznych. Na
przyktad predkos¢ jest dlugoscig podzielong przez czas,
gestos¢ masg podzielong przez objetos¢ itp. Dlatego
z posrod wszystkich wielkosci fizycznych wybieramy
pewng 1lo$¢ tak zwanych wielkosci podstawowych, za
pomocg ktorych wyrazamy  wszystkie pozostale
wielkosci nazywane wielkosciami pochodnymi

p=21
%



/. tym podziatem zwigzany jest rowniez wybor jednostek.
Jednostki podstawowe wielkosc1 podstawowych s3
wybierane (ustalane), a jednostki pochodne definiuje si¢
za pomocg jednostek podstawowych.

Aktualnie obowigzujacym w Polsce ukladem jednostek
jest uklad SI (Systeme International d'Unites). Uktad SI
ma siedem jednostek podstawowych 1 dwie uzupetniajgce
niezbedne w sformutowaniach praw fizyki.



Jednostki podstawowe w SI
c_—

metr m dtugosc

kilogram kg masa

sekunda S czas

amper A natezenie pradu
elektrycznego

kelwin K temperatura

kandela cd natezenie swiatta

mol mol iloS¢ materii




Jednostki podstawowe

Definicje jednostek podstawowych sa zwigzane albo z wzorcami
jednostek albo z pomiarem.

Przyktadem jednostki zwigzanej z wzorcem jest masa. Obecnie
Swiatowym wzorcem kilograma (kg)  jest walec
platynowo-irydowy przechowywany w Miedzynarodowym Biurze
Miar

1 Wag w Sevres (Francja).

Natomiast przykladem jednostki zwigzane; z pomiarem jest
dhugos¢. Metr (m) definiuyjemy jako dlugos¢ drogi przebyte;
w prozni przez swiatlo w czasie 1/299792458 s.



Dtugosc

e Dtugosc jednego metra jest rowna odlegtosci jakag
pokonuje swiatto podczas 1/299792458 sekundy

Odlegtos¢ od najdalszej galaktyki 1026
Rok swietiny 101°
Odlegtos¢ Ziemia-Ksiezyc 108
Boisko pitkarskie 102
Dtugo$é muchy 1072
Srednica atomu 10710
Srednica protonu qarte

Im

_ Biegun — Paryz — Rownik
10,000,000




Przeglad podstawowych dtugosci

4 g
a/ V&4

Odlegto$¢ Ziemia-Stonce: 150 000 000 000m ( /i

Wysokos¢ Mt. Everestu: 8 848m

|/ Wzrost cztowieka: ~1.8m
Grubos¢ wlosa ludzkiego: 0.000 08m

N § l@ Rozmiar czasteczki H,0 : 0.000 000 001m
Rozmiar atomu: 0.000 000 000 3m
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Przeglad podstawowych rozm




Przeglad podstawowych rozmiarow




Masa
1

e Wzorcem kilograma jest walec wykonany ze stopu
Pt-Ir znajdujgcy sie w Sevres (Francja)

Przykiad Masa w kilogramach [kg]

Stonce 10%
Ziemia 10%°
Cztowiek 102

Komar 1072
Bakteria 1071°
Atom 1027
Elektron 1030




Czas

e Sekunda to 9192631770

okresOw promieniowania
izotopu °°Cs

Wiek (100 lat) 10°
Dzien 10°
Okres bicia serca 1

Okres fal radiowych 10°

Okres fali Swietlne; 10°1°




V|
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N80

> 60
=40
::20
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e 1 amper to niezmieniajgcy sie prgd elektryczny, ktory ptyngc w dwoch
rownolegtych, prostoliniowych, nieskonczenie dtugich przewodach o
znikomo matym przekroju kotowym, umieszczonych w prozni w
odlegtosci 1 m od siebie, spowodowatby wzajemne oddziatywanie
przewodoéw na siebie z sitg rowng 2-107 N na kazdy metr dfugosci
przewodu

Amper

IC Jesli przeptywajgcy przez dany przekroj prad ma
lA — natezenie 1 A, oznacza to, ze w ciggu 1 s
1S przeptywa 1 C tadunku



Kelwin

Kelwin — jednostka temperatury w uktadzie Sl rowna 1/273,15
temperatury termodynamicznej punktu potrojnego wody,
oznaczana K. Definicja ta odnosi sie do wody o nastepujgcym
sktadzie izotopowym: 0,00015576 mola “H na jeden mol 'H,
0,0003799 mola '"O na jeden mol "®0 i 0,0020052 mola '®0 na

jeden mol 'O



Kandela

e Kandela (z tac. candela — swieca) — jednostka Swiattosci zrodia
Swiatta; jednostka podstawowa w uktadzie S|, oznaczana cd.

o Jest to swiattoSC, z jakg swieci w okreslonym kierunku zrodto
emitujgce promieniowanie monochromatyczne o czestotliwosci 5,4
-10™ Hz i wydajnosci energetycznej w tym kierunku réwnej 1/683
Wi/sr.

o Starsza definicja okreslata kandele jako swiattos¢ 1/600 000 m?
powierzchni ciata doskonale czarnego w temperaturze krzepniecia
platyny pod cisnieniem 1 atmosfery fizycznej. Jednak z powodu
trudnosci w wykonywaniu ukfadu pomiarowego i matej doktadnosci
pomiaru (rzedu 0,1-0,2%), definicja ta zostata zarzucona w 1979 r. i
zostata zastgpiona nowg definicjg

oo
==



Mol

Mol (skrot od molekuta) — podstawowa w uktadzie S| jednostka
licznosci materii, 0 symbolu (oznaczeniu) mol.

Jeden mol jest to licznos¢ materii uktadu, zawierajgcego liczbe czgstek
(np. atomow, czgsteczek, jondw, elektrondw i innych indywiduow
chemicznych, a takze fotonéw, w tym ostatnim przypadku nosi nazwe
ajnsztajn) rowng liczbie atoméw zawartych w doktadnie 0,012
kilograma izotopu wegla '>C (przy zatozeniu, ze wegiel jest w stanie
niezwigzanym chemicznie, w spoczynku, a jego atomy nie znajdujg sie
w stanie wzbudzenia)) W jednym molu znajduje sie
(6,02214129 + 0,00000027) %1023 czagstek. Liczba ta jest nazywana
liczbg Avogadra



Jednostki pochodne ukiadu Si

Kat ptaski radian rad 1 m/m

Kat brytowy steradian Sr 1 m?/m?
Czestotliwosc herc Hz - 1/s

Sita newton N - m-kg/s?
Cisnienie pascal Pa N/m? kg/(m s?)
Energia, praca, dzul J N m kg m?/s?
ciepto

Moc wat W J/s kg m?/s3

t adunek elekir. kulomb C - As
Napiecie elektr. wolt \Y W/A m?-kg-s3-A™"
Pojemnosc¢ el. farad F C/V m=2-kg~'-s*-A?
Opor elekir. om 0 V/A m?-kg-s™3-A~2




Jednostki pochodne ukiadu Si

Przewodnosc¢ el. simens S 1/Q m=2-kg™"-s3-A2
Strumien magn. weber Wb Vs m?-kg-s2-A™"
Indukcja magn. tesla T Wb/m? kg-s2-A™’
Indukcyjnosé henr H Wb/A m?-kg-s™2-A2
Strumien Swietlny lumen Im cd-sr cd
Natezenie oswietlenia luks Ix Im/m? m~2-cd
Aktywnos¢ bekerel Bq - 1/s
promieniotwdrcza

Dawka pochtonieta grej Gy J/kg m?-s2
Rownowaznik dawki siwert Sv J/kg m?-s~2
pochtonietej

Aktywnosc¢ katalityczna katal kat - mol/s




Przedrostki Sl

jotta Y 102 decy d 10"

zeta Z 10?1 centy C 1072
eksa E 1018 mili m 1073
peta P 101° mikro u 10
tera T 102 nano n 10°°
giga G 10° piko p 1012

mega M 100 femto f 10°1°
kilo K 103 atto a 10718

hekto h 102 zepto z 101

deka da 10 jokto y 10724

] _ 1 ] _ _




Dokladnosc¢ i niepewnosc¢
pomiarowa

Wynik kazdego pomiaru dowolnej wielkosci fizycznej obarczony jest
niepewnoscig pomiarowg (btedem pomiarowym).

'/////mr
150

s > 5
1’771

Niepewnos$¢ 1mm (10°m) Niepewnos¢ 0,01mm (10°m)



Cyfry znaczace
-

e Informacji o doktadnosci pomiaru dostarcza
loSC cyfr znaczgcych w wyniku. Cyfry
znaczgce to cyfry, ktore mozemy wyznaczycC
w wiarygodny sposob.

e Na przykiad: 0.03 ma jedng cyfre znaczaca
(0.03=3x1072), a 15300 trzy cyfry znaczace
(15300=1.53x10%).



Wielkosci fizyczne, jednostki

Wielkos¢é Jednostka Symbol
jednostki

1. | Dlugos¢ metr m

2. |Masa kilogram kg

3. | Czas sekunda S

4. | Ilos¢ materii (substancji) mol mol
5. | Natezenie pradu elektrycznego amper A

6. | Temperatura termodynamiczna kelwin K

7. | Swiattosé kandela cd

8. | Kat ptaski radian rad
9. |Kat brylowy steradian ST




Jednostki podstawowe

Definicje jednostek podstawowych sa zwigzane albo z wzorcami
jednostek albo z pomiarem.

Przyktadem jednostki zwigzanej z wzorcem jest masa. Obecnie
Swiatowym wzorcem kilograma (kg)  jest walec
platynowo-irydowy przechowywany w Miedzynarodowym Biurze
Miar

1 Wag w Sevres (Francja).

Natomiast przykladem jednostki zwigzane; z pomiarem jest
dhugos¢. Metr (m) definiuyjemy jako dlugos¢ drogi przebyte;
w prozni przez swiatlo w czasie 1/299792458 s.



Oprocz jednostek w fizyce postugujemy sie pojeciem wymiaru
jednostki danej wielkosct  fizycznej. Wymiarem jednostki
podstawowej jest po prostu ona sama. Natomiast dla jednostek
pochodnych wymiar jest kombinacja jednostek podstawowych
(w odpowiednich potegach).

Na przyklad jednostka przyspieszenia ma wymiar m/s*> wynikajacy
ze wzoru a=v/t. Niektore jednostki pochodne majga swoje nazwy
tak jak jednostka sity - niuton.



Przyktad jednostki pochodnej
o]

| N|— niuton — jednostka sily

F =ma

m kg |—masa, a[n;l] przyspieszenie
S

[N]=[kg-m-s"]



Oprocz jednostek podstawowych 1 pochodnych postugujemy sie takze
jednostkami wtornymi, ktore sg ich wielokrotnosciami. Wyraza si¢ je
bardzo prosto poprzez dodanie odpowiedniego przedrostka okreslajacego
odpowiednig potege dziesigciu, ktora jest mnoznikiem dla jednostki

Przedrostek oznaczenie Potega

tera T 10'2 =1 000 000 000 000
giga G 10° =1 000 000 000
mega M 108 =1 000 000

kilo Kk 10° =1 000

hekto h 102 =100

deka da 10" =10
--------------- 100 =1

decy d 10" =0,1

centy C 102 = 0,01

mili m 103 = 0,001

mikro u 10°= 0,000 001

nano n 10 = 0,000 000 001

piko p 107'2= 0,000 000 000 001
femto f 107" = 0,000 000 000 000 001




WIELKOSCI FIZYCZNE
O

Skalar = wartos¢

np. masa, czas, fadunek elektryczny, temperatura

Wektor = wartos¢, punkt przylozenia, kierunek,
Zwrot.

np. predkosc, przyspieszenie, sita, ped.
A\
A
o >

Tensor = wymagaja rachunku macierzowego
np. moment bezwladnosci, naprezenia, odksztalcenia




Skalar

Masa — wielkos¢ skalarna

Do opisania niektorych wielkosci fizycznych (np. masa, energia,
praca, czas, moc) wystarczy podanie jedynie jej wartosci i jednostki
(mogg by¢ bezwymiarowe np. wzgledna przenikalnosS¢ elektryczna).
Sg to wielkosci skalarne. Skalar jest tensorem rzedu zerowego.



Wektory

Wektor jest obiektem posiadajgcym modut (dtugos¢ lub wartosc), kierunek oraz
zwrot. Dla wielkosci wektorowych niezbedna jest orientacja przestrzenna.
Opis wektora wymaga wprowadzenia uktadu wspotrzednych (najczesciej
Kartezjanski). Przyktad wielkosci wektorowych: predkosc¢, sita.

modut

0,5 Browarek [B

ZWrot

punkt
zaczepienia

\ kierunek



Rownosc¢ wektorow

Dwa wektory A i B sg sobie rowne jesli ich wartosci (dtugosci) sag
rowne oraz ich kierunki i zwroty sg jednakowe.

,\'

; /
X
Wektory na rysunku spetniajg warunek /

rOwnosci




awaniec wektorow
uta rownolegloboku)

|cwz + l@| = \/a2+b2 + 2abcosa




Graficzne odejmowanie wektorow
(reguta rownolegloboku)

ey

l@| = \/a2+b2 —2abcosa



Wilasciwosci dodawania wektorow:

Dodawanie wektorow jest przemienne:

Dodawanie wektorow jest 1gczne:



Wspoitrzedne wektora




ektory przeciwne




Mnozenie wektora przez skalar

Dhugos¢ wektora :3 - :

J e |

- - . -
A mAs. . - ——




Skitadowe wektora




Skitadowe wektora
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- dlugos¢ (wartos¢ bezwzgledna) wektora



Wersory — wektory jednostkowe

Wersory sg wektorami kierunkowymi
odpowiadajgcymi odpowiednio
kierunkom os1 X, Y, Z

o dtugosci



Dodawanie wektorow




Odejmowanie wektorow




Mnozenie wektora przez wektor
c_—

a) Iloczyn skalarny

b) Iloczyn wektorowy



a) lloczyn skalarny

Wiasnosci 1loczynu skalarnego:



a) Iloczyn skalarny




a) Iloczyn skalarny

Cwiczenie: Dane sa dwa wektory:

Korzystajac z ponizszych zaleznosci oblicz
1loczyn skalarny tych wektorow




A

A A

1b = (@i +a-j+a Tk)-(be-i ¥ bytj + bztk)=

=a, b 0 - 1+M+M+
+M+ayby-jfj+M+
+M+a/b)}kf/j+azb;kfk+

=a,b, +a,b, + a b,



b) Iloczyn wektorowy

A Kierunek kciuka
axb

/’b\

~. U # kierunek palcow

.
’
.
.




b) Iloczyn wektorowy

Wiasnosci 1loczynu wektorowego:

A //.V\.

g )
b= (K}
1) \\
~A i

Q -




b) Illoczyn wektorowy




b) lloczyn wektorowy

Cwiczenie: Dane sa dwa wektory:

Korzystajac z ponizszych zaleznosci oblicz
1loczyn wektorowy tych wektorow.



A A A A N Ak) _

—ab z+ab ‘Jrab‘
+a,b, - @aM+aybzA\/ X K+
+aszazbyfk >'<_‘j-+azbz/:k></k+

= (ay b.-a. by)Ai ~ (aZ bx—abe)Aj +(axby—aybx)Ak




b) lloczyn wektorowy




lloczyn trzech wektorow

1. lloczyn podwOjny skalarny:

2. Iloczyn mieszany:

3. lloczyn podwojny wektorowy:



Pochodna funkcji - definicja

Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym otoczeniu U punktu x,.
Oznaczmy symbolem Ax przyrost zmiennej niezaleznej X,
gdzie x€U(x,, 0) i x # x,, symbolem Ay - przyrost wartosci funkciji, jaki
odpowiada przyrostowi Ax. Mamy wiec Ay = f(x, + Ax) - f(x,).

A : .
5 llorazem réznicowym funkcji f
w punkcie x, dla przyrostu Ax

zmiennej x nazywamy stosunek

f(xo "‘Ax)_f(xo)
Ax

Y




Granice wtasciwg ilorazu roznicowego przy Ax—0 nazywamy pochodng
funkcji f w punkcie x, i oznaczamy symbolicznie '(x,)

f'(xo):hm f(XO+AX)—f(xO) :limf(x)_f(xo)

Ax—0 A)C Ax—0 X — xO




f'(xo)=gg}) Ax :Alig}) Ax
2
= lim 2xAxt(Ar) lim (2x+Ax) = 2X
Ax—0 Ax Ax—>0

f'(x*)=2x



Wilasnosci funkcji pochodnej

« iloczyn pochodnej przez stata,
(af)(x) =af'(z)
« pochodng sumy funkcji (addytywnosc¢),
(f +9)(z) = f'(z) + ¢ ()
e pochodng iloczynu funkcji (regufa Leibniza),
(fg9)'(z) = f(x)g(z) + f(2)d (x)
« pochodng ziozenia funkcji (regufa faricuchowa),
f'(z)=H(g(z))d'(z) dla f(z)= h(g(z)).
e pochodng funkcji odwrotnej,
() = (@), oile f(z)#0.

« pochodng odwrotnosci funkcji (regufa odwrotnosci),
(;)' = —9'(z) oile g(z)#0
s g*(z)
e pochodng ilorazu funkcji (requfa ilorazu),
2\ _ f'z)g(z) — f(z)g () :
(;g_z;) == g2($) ’ oile g(.’E) ?l'- 0.




Podstawowe wzory pochodnych
.

e funkcje state

(a) =0 £1(2)=0

« funkcje potegowe

(az”) = naz"" '(7x)=5-7-x* =35x"
e funkcje wyktadnicze
() = e
(a®) = a"Ina f'(3x): 3" In3
o funkcje logarytmiczne |
sy = 1 r3)-1
1
(log, z)" = = S'(log, x)=

xIn2




Podstawowe wzory pochodnych
.

« funkcje trygonometryczne
(sinz)’ = cosx
!/ .
(cosx) = —sinx

(tgz)' = —==1+ te® x.



Przykiad

Oblicz pochodng funkciji:

sin 3x”
X)1=
f( ) 2x* +5x°
e iloczyn pochodnej przez stata, e funkcje potegowe
/ /

(af)(x) =af (x) (az") = naz""

 pochodng ilorazu funkcji (regufa iforazu),
=)\ f(x)g(z) — f(z)d () « funkcje trygonometryczne
(g(_:l:)) - g2(z) (sinz)’ = cosx

e pochodng sumy funkcji (addytywnosc),
(f+9)(z)=f(z)+g(x)
« pochodng ziozenia funkcji (regufa fancuchowa),

f'(z) =N (g(z))g'(x) dla f(z) = h(g(z)).



cos3x”-6x- (2x4 +5x° ) —sin3x”- (8x3 + IOx)

J'(x)=

(2x* +527)



Zastosowania w fizyce - przyktady

Predkosc¢ chwilowa

Jesli funkcja s = f (1) wyraza ruch punktu na proste;j,
ktorg rozpatruje sie jako os wspotrzednych s, to s jest wspotrzedng poruszajgcego sie
punktu w chwili £ Droga. ktorg przebedzie punkt w przedziale czasu [f, t + Af] jest rowna

As = f(t+ At) — f(t)

Predkoscia srednig na tym odcinku jest wielkosc:

As _ f(t+ A8 — f()

Par — R At

Predkos¢ chwilowa w momencie f jest rowna

S AS
AhtT%le At %:_



Zastosowania w fizyce - przyktady
cd..

Natezenie pradu

Prad elekiryczny polega na przeptywie tadunkow elektrycznych przez przewodnik.

Przez Q(t) oznacza sie tadunek przeptywajacy przez ustalony przekroj przewodnika w chwili £.

Wtedy w czasie At przez ten przekroj przeptywa tadunek elektryczny AQ = Q(t + At) — Q(t)
jest tadunkiem elektrycznym przeptywajgcym przez ten przekroj, a wielkosc

AQ  Q(t + At) — Q(F)
At At

nazywa sie srednim natezeniem pradu.

Isr —

Chwilowym natezeniem pradu jest wielkosc¢

dQ) . AQ
dit A0 At



Opor:

Rachunek btedu metoda
rozniczki zupetnej

R==
/

WielkosSci mierzone:

U (napiecie pradu) AU

| (natezenie pradu) Al

| ||AU\| |w|







Rachunek catkowy
-

Catkg nieoznaczong funkcji f(x) nazywamy funkcje F(x)
(tzw. funkcje pierwotng), ktora spetnia rownanie:

F'(x)=f(x)
W mys| powyzszej definicji catkowanie funkcji f(x) polega na znalezieniu jej

funkcji pierwotnej. Korzystajgc z alternatywnego zapisu pochodnej funkciji,
powyzsze rownanie przyjmie postac:

dF(x) _
dx f(x)

Po obustronnym pomnozeniu przez dx:




dF(x) = f(x)dx

- Po obustronnym catkowaniu powyzszg relacje mozemy zapisac jako:

de(x):jf(x)dx
F(x):jf(x)dx

Mozna zatem powiedzie¢ z pewnym przyblizeniem, ze operacja catkowania jest
operacjg odwrotng do rézniczkowania. Powyzsze przyblizenie wynika z faktu, ze
o ile réozniczkowanie jest operacjg jednoznaczng, o tyle catkowanie juz nie.
Funkcja f(x) ma jedng i tylko jedng pochodng f(x). Natomiast f(x) ma
nieskonczenie wiele funkcji pierwotnych F(x). Mowimy zatem, ze wyznaczamy
catke nieoznaczong funkcji f(x) z doktadnoscig do statej addytywnej C, co

zapisujemy jako:
J.f(x)dx =F(x)+C




Reguly catkowania

1. Catka sumy rowna jest sumie catek

[(Af @)+ pg))dx = A[ f(x)dx+ [ g(x)ex

2. Catkowanie przez czesci:

[ fog )dx = f(0)g() - [ /' (0)g(x)dx

3. Catkowanie przez podstawienie:

[fac=[f(p)'dt  gdzie x=p()

4. Catkowanie gdy w liczniku znajduje sie pochodna mianownika:

j F(x)

I dx=In |f(x)| +c



Podstawowe wzory

n+1

J\"d\ +c, neNU{0f, xeR, ld n‘ |+c reRV0};
n+l )5

dx=x4%c; xeR: . ‘
(e'dr=¢+¢, veR;

—n+l ;
+c, neNLY, xeR\(0); .. 4
—n+l g () a‘\dx=1—+c, O<a#l xeR;
’ na

I
J
jizd\=--+c xeR\(0); .
I
ot

vy =

sinxdy =—-cosx+c, XeR;

dx =

, aeR\{-1}, x>0; cosxdv=smxr+c, xeR:;

1

2\/_+c x>0: j l -y =tgr+c, XER\{%-F/WTI/(EZ};

Jx (cosx)



Catka oznaczona

Catki oznaczone nie powstaty sobie ot tak, ,z niczego”. Catki oznaczone
rozwigzujg pewien — zupetnie prosty do zrozumienia — problem. Czyli
najpierw byt PROBLEM, a p6zniej pojawity sie catki oznaczone.

Na czym polegat problem?

Problem doktadnego obliczenia pola

Zastanowmy sie nad kwestig obliczania pola jakiegos obszaru.

Znamy wzory na pola: kota, kwadratu, prostokgta, rownolegtoboku,
trapezu, rombu itd. Jest fajnie.

Co jednak jesli obszar (np. kawatek lasu), ktérego pole chcemy policzy¢
nie jest takim rownym: kotem, kwadratem, prostokatem,
rownolegtobokiem, trapezem, rombem itd.? Mamy problem.



Sposoéb na obliczenie pola ,,nietypowego” obszaru

Rozwazmy pewien ,nietypowy” obszar umieszczony w uktadzie wspotrzednych:

S(x)p

Obszar taki nazywany jest
,<rapezem krzywoliniowym?”.

Wihasciwie kazdy obszar
nieregularny da sie podzieli¢ na
trapezy krzywoliniowe.

Zatozmy, ze funkcje f(x) juz znamy, czyli ze jest ona DANA.



Aby obliczy¢ pole tego trapezu krzywoliniowego, obszar pod wykresem funkcji
mozemy podzieli¢ na pola dwoch prostokgtow, ktorych pola mozemy obliczy¢
W prosty sposob.

S(x)p
W ten sposob otrzymujemy
pewne przyblizenie pola P,
czyli

P~P +P,

jednakze wartosc tego pola

/ . jest mato doktadna.

>

O

AN




Aby zwiekszy¢ doktadnosc¢ wartosci obliczonego pola p6jdzmy krok dalej
obszar pod wykresem przyblizmy polami trzech prostokgtow:

NN

Otrzymamy w ten sposob
kolejne przyblizenie pola P,

zapewne juz bardziej
doktadne:
P~ P1+P,) -I-P3



Zwiekszajgc liczbe prostokatow do 10, ktore beda bardziej dopasowane do
ksztattu krzywej, otrzymamy, kolejne, lepsze przyblizenie pola P:

Px P]+P,2 +P3 +P4 +P5 +P6 +P.’- +PS +Pg +P]0

DIN N

f(x)p
X7
e 1%
i }’/ kab
s
A ////

Gdyby naszym celem byto
policzenie pola P z pewng
doktadnoscig, moglibysmy
osiggngc¢ to tatwo dzielgc go
na odpowiednig ilosc
prostokatow i uzyskalibysmy
zadowalajgcy wynik.

SN

>



Zauwazmy jednak, ze naszym celem jest obliczenie doktadnej, a nie
przyblizonej, wartosci pola P.

Przedstawiona metoda jest juz dobra, tylko prostokgtow musi by¢
nieskonczenie wiele.
Jezeli prostokgtow tych bedzie nieskonczenie wiele i bedg
nieskonczenie mate ich suma da nam doktadng wartos¢ pola P.
Tak otrzymang sume nieskonczong nazywa sie catkg oznaczong w

sensie Riemanna.
S (x)p




Dziekuje za uwage
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