
        ЧЕТЫРЕ 
ЗАМЕЧАТЕЛЬН
ЫЕ              
         ТОЧКИ 
ТРЕУГОЛЬНИК
А



Теорема. 
Каждая точка биссектрисы неразвернутого угла 
равноудалена от его сторон. 

Обратная  теорема. 
Каждая точка, лежащая внутри угла и равноудаленная 
от сторон угла, лежит на его биссектрисе. 

Обобщенная  теорема. 
Биссектриса неразвёрнутого угла – множество точек 
плоскости, равноудалённых от сторон этого угла.
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СВОЙСТВО БИССЕКТРИСЫ УГЛА
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ПРИМЕРЫ ПРИМЕНЕНИЯ СВОЙСТВ 
БИССЕКТРИСЫ УГЛА



Теорема. 
Каждая точка серединного перпендикуляра к отрезку 
равноудалена от концов этого отрезка. 
Обратная   теорема. 
Каждая точка, равноудаленная от концов отрезка, 
лежит на серединном перпендикуляре к нему. 

Обобщенная    теорема. 
Серединный перпендикуляр к отрезку – множество 
точек плоскости, равноудалённых от его концов.

• Дано: АВ – отрезок, РК – серединный 
перпендикуляр, М є РК
    Доказать: МА = МВ
 

А В

Р

К

М

СВОЙСТВО СЕРЕДИННОГО 
ПЕРПЕНДИКУЛЯРА К ОТРЕЗКУ



3,2
D

11,4С

А

BM

Дано:    ΔABC, DM - 
серединный перпендикуляр,   
BD=11,4,     AD=3,2.
Найти: AC. 

Дано: ΔABC, FD ⊥ AC, PD ⊥ AB; 
CF = FA, AP = PB.
Доказать:  D - середина BC.

А

ВDC

F P

№679 (б)

№ 680 (а)

ПРИМЕРЫ ПРИМЕНЕНИЯ СВОЙСТВ 
СЕРЕДИННОГО ПЕРПЕНДИКУЛЯРА



Решение:
1) АС = AD + DС;
2) Δ CDB:  DM - серединный      перпендикуляр ⇒ 
3) DC = BD = 11,4см
4) АС = AD + DС = 11,4 + 3,2 = 14,6см.
Ответ:  АС = 14,6см.

Доказательство:
1)   PD ⊥ AB, AP = PB ⇒ BD =AD по свойству серединного  
      перпендикуляра
2)   FD ⊥ AC, CF = FA ⇒ CD = DA по свойству 
серединного
      перпендикуляра
3)   AD = BD, CD = DA ⇒BD = CD, значит В-середина ВС.

№ 679 (б)

№ 680 (а)



ТОЧКА ПЕРЕСЕЧЕНИЯ БИССЕКТРИС 
ТРЕУГОЛЬНИКА (инцентр)

Теорема
Биссектрисы треугольника пересекаются в одной 
точке. 
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ТОЧКА ПЕРЕСЕЧЕНИЯ СЕРЕДИННЫХ 
ПЕРПЕНДИКУЛЯРОВ К СТОРОНАМ ТРЕУГОЛЬНИКА

Теорема
Серединные перпендикуляры к сторонам треугольника 
пересекаются в одной точке. 

 

Доказать: р – серединный 
перпендикуляр к ВС, О є р
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Точка О не всегда расположена внутри треугольника. 

Остроугольный 
треугольник. 
Точка О – внутри 
треугольника. 

О

Прямоугольный 
треугольник. 
Точка О – середина 
гипотенузы. 

Тупоугольный 
треугольник. 
Точка О – вне 
треугольника. 

О

О



ТОЧКА ПЕРЕСЕЧЕНИЯ МЕДИАН ТРЕУГОЛЬНИКА 
(центр тяжести)

А

В

С

М

К

Р Е

Теорема
Медианы треугольника пересекаются в одной точке, которая 
делит каждую из них в отношении 2:1, считая от вершины. 

 

 

Точка Е всегда располагается внутри 
треугольника. 



ТОЧКА ПЕРЕСЕЧЕНИЯ ВЫСОТ ТРЕУГОЛЬНИКА 
(ортоцентр)

Теорема
Высоты треугольника (или их продолжения) пересекаются в 
одной точке. 
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СН

М КО
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О

В
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В равностороннем треугольнике все 
четыре замечательных точки 

совпадают. 



ПРЯМАЯ ЭЙЛЕРА

G – центр тяжести, 
H – ортоцентр, 
O – центр описанной   
       окружности 

OG:GH = 1:2

Во всяком треугольнике центр тяжести, 
ортоцентр, центр описанной окружности лежат 
на одной прямой, причем точка пересечения медиан 
(центр тяжести) делит эту прямую в отношении 
1:2. 



ОКРУЖНОСТЬ ДЕВЯТИ ТОЧЕК (окружность 
Эйлера)

Середины сторон 
треугольника, основания его 
высот и середины отрезков от 
вершин до ортоцентра лежат 
на окружности. 

Ее радиус равен половине радиуса 
описанной окружности. 



Решение задач по готовым чертежам
� О – точка пересечения биссектрис треугольника. 

 

 

 

Н

М

№ 1

Ответ: ОК = 4. 



Решение задач по готовым чертежам
� О – точка пересечения биссектрис треугольника. 

 

 

 

M

K

N

№ 2

 



Решение задач по готовым чертежам

� М (О) – точка 
пересечения 
биссектрис 
треугольника. 

А

 

= ? 

№ 4 С

 № 3

Ответ: 80. 

 



Решение задач по готовым чертежам

� О – точка пересечения серединных перпендикуляров 
к сторонам треугольника. 

 

 
N

K
№ 1

Ответ: 15. 



Решение задач по готовым чертежам
� О – точка пересечения серединных 

перпендикуляров к сторонам треугольника. 

В  

Решение
О – точка пересечения серединных 
перпендикуляров к сторонам АС и ВС, 
равноудалена от вершин треугольника 
и является центром описанной около 
него окружности.  

 

№ 2

 



Решение задач по готовым чертежам

� О – точка пересечения серединных 
перпендикуляров к сторонам треугольника. 

MK = 17
CK - ? 

№ 3
R

Q

RO = 20
OK - ? 

№ 4

В

С

 

 = ? 

№ 5

Ответ: CK = 7. Ответ: OK = 10. 

  



Решение задач по готовым чертежам
� О – точка пересечения медиан треугольника. 

М

Р

EF = 18, MK = 15. 
NO = ? 

 

 

№ 1 

 



Решение задач по готовым чертежам

RK = 12, MN = 20. 
 

 

R

M
H

 

№ 2 
= ? 

 

� К – точка пересечения медиан треугольника. 



Решение задач по готовым чертежам

� O – точка 
пересечения 
медиан 
треугольника. 

B

Q

R

QM = 9, BT = 12. 
 

№ 3

В

АА1 = 12, ВВ1 = 9. 
АВ = ? 

№ 4

Ответ: АВ = 10. 

 



Решение задач по готовым чертежам
� О – точка пересечения высот треугольника. 

M

N

O
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Решение задач по готовым чертежам
� О – точка пересечения высот треугольника. 

С

О - точка пересечения высот.
О1 - точка пересечения медиан.
MC = NC = 26. 
MN = 20. 
OO1 = ? 

Решение: 

 

№ 2



Решение задач по готовым чертежам
� О – точка пересечения высот треугольника. 

 

С

 

 

№ 2

 



Решение задач по готовым чертежам

M

P

K

OK = 8, OF = 6, FP = 8. 
EO = ? 

№ 3

Ответ: EO = 4,8. 



Подготовка к ГИА 2013 по геометрии
Задания части 1, модуль «Геометрия». Задания на множественный выбор 

(№ 14).

При выполнении задания выберите те ответы, которые считаете 
правильными, и обведите их номера. Обведенные цифры запишите без знаков 
препинания, например: 123.

Треугольники.

        Укажите, какие из перечисленных ниже утверждений верны.

1) Медиана всегда делит пополам один из углов треугольника.
2)Медиана проходит через середину стороны треугольника.
3) Медиана прямоугольного треугольника, проведенная к гипотенузе, равна ее 
половине.
4) Точка пересечения медиан произвольного треугольника - центр окружности, 
описанной около этого треугольника.
5) Медианы треугольника пересекаются в одной точке и точкой пересечения 
делятся в отношении 2 к 1, считая от вершины.

 1



Подготовка к ГИА 2013 по геометрии
Задания части 1, модуль «Геометрия». Задания на множественный выбор.

      Укажите, какие из перечисленных ниже утверждений верны.

1) Высота всегда образует с прямой, содержащей одну из сторон треугольника, 
равные углы.
2) В прямоугольном треугольнике высота может совпадать с одной из его сторон.
3) Точка пересечения высот произвольного треугольника - центр окружности, 
описанной около этого треугольника.
4) Высота всегда делит треугольник на два треугольника равной площади.
5) Высота может лежать и вне треугольника.

      Укажите, какие из перечисленных утверждений верны.

1) Биссектриса всегда проходит через середину стороны треугольника.
2) Биссектриса всегда делит пополам один из углов треугольника.
3) Биссектриса треугольника делит противолежащую сторону на отрезки, 
пропорциональные двум другим сторонам.
4) Точка пересечения биссектрис произвольного треугольника - центр окружности, 
вписанной в этот треугольник.

2

3

5) Точка пересечения биссектрис произвольного 
треугольника - центр окружности, описанной 
около этого треугольника.



Подготовка к ГИА 2013 по геометрии
Задания части 1, модуль «Геометрия». 

Задания на множественный выбор.

ОТВЕТЫ:

Номер задания 1 2 3 4

Номер верного ответа 235 125 234 134

        Укажите, какие из перечисленных утверждений верны.
1) Биссектриса всегда делит пополам один из углов треугольника.
2) Биссектрисы произвольного треугольника точкой пересечения делятся в 
отношении 2 к 1, считая от вершины.
3) Точка пересечения биссектрис всегда лежит внутри треугольника.
4) Биссектриса треугольника делит противолежащую сторону на отрезки, 
пропорциональные двум другим сторонам.
5) Биссектриса всегда делит треугольник на два треугольника равной 
площади.

4



Подготовка к ГИА 2013 по геометрии
Задания части 1, модуль «Геометрия» (№ 10). 

 

 

№1(2.3.8.)
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Задания части 1, модуль «Геометрия».
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№1(2.3.9.)



Задания части 2 . Модуль «Геометрия».

Ответ: 40. 

С
А

В

F

M

K

В треугольнике АВС медиана АМ перпендикулярна медиане  ВК. 
Найдите площадь треугольника АВС, если АМ = 10, ВК = 6.

 

 

№1(4.2.3.)



Задания части 2 . Модуль «Геометрия».

 

A

B

CK

L
OD

Сторона треугольника равна 20, а медианы, проведенные к другим 
сторонам, равны 18 и 24. Найдите площадь треугольника. 

 

 

№2(4.2.3.7.)



Задания части 2 . Модуль «Геометрия».

A

B

C

L

K

N D

E

F

Биссектриса угла А треугольника АВС делит медиану, проведенную из 
вершины В в отношении 5:4, считая от вершины В. В каком отношении, 
считая от вершины С эта биссектриса делит медиану, проведенную из 
вершины С? 

Решение: 
По условию задачи 
AL – биссектриса, ВК и CN – медианы, 
D – точка пересечения медиан, 
Е – точка пересечения биссектрисы AL 
и медианы BK. 
BE : ЕК = 5:4

Так как BE : ЕК = 5:4, то ВК = 5х + 4х = 9х. 
По свойству медиан точка D делит ВК 
в отношении 2:1, считая от вершины В, 
то есть ВD : DK = 2:1. 
Тогда BD = 6х, DK = 3х.

№3(4.2.3.9.)



Задания части 2 . Модуль «Геометрия».
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Задания части 2 . Модуль «Геометрия».
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№4(задача № 56)



Задания части 2 . Модуль «Геометрия».

Ответ: 135. 
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Задания части 2 . Модуль «Геометрия».

А С

В

ОN

M

K

 

 

№5(задача № 52)



Задания части 2 . Модуль «Геометрия».

 

Ответ: 16. 
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Задачи по теме «Четыре замечательные точки 
треугольника» (Интернет-ресурс)

Ответ: 1

М

PА

С

В

О

N

Найти расстояние до сторон треугольника от точки пересечения его биссектрис, 
если периметр треугольника равен 36 см, а площадь равна 18 см2.

 

        (      (Нахождение расстояния от точки пересечения 
биссектрис до сторон треугольника).

№1



Задачи по теме «Четыре замечательные точки 
треугольника» (Интернет-ресурс)

А

С

ВК

NM 
P

C
1

P
1

             (Свойства медиан).
В произвольном треугольнике Р – точка пересечения медиан. Найти площадь 
треугольника АВС, если площадь треугольника АРВ равна 47.

 

№2

Ответ: 141



Задачи по теме «Четыре замечательные точки 
треугольника» (Интернет-ресурс)
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Задачи по теме «Четыре замечательные точки 
треугольника» (Интернет-ресурс)

Ответ: 6,25 см

Продолжение решения
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Задачи по теме «Четыре замечательные точки 
треугольника» (Интернет-ресурс)
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N

           (Расстояние от точки пересечения биссектрис до точки 
пересечения серединных перпендикуляров).
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Задачи по теме «Четыре замечательные точки 
треугольника» (Интернет-ресурс)

Продолжение решения
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Задачи по теме «Четыре замечательные точки 
треугольника» (Интернет-ресурс)

А В
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F

Расстояние от точки пересечения биссектрис прямоугольного треугольника до 
его сторон равно 4 см, а расстояние от точки пересечения серединных 
перпендикуляров до вершин треугольника равно 13 см. Найти периметр 
треугольника. 

 

№4



Задачи по теме «Четыре замечательные точки 
треугольника» (Интернет-ресурс)

Ответ: 60 см 

Продолжение решения
 

А В

С

О

Р

М

N

K

F



Приложение
 Список задач ГИА по геометрии по теме: «Замечательные 

точки треугольника»
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Приложение
 Список задач ГИА по геометрии по теме: «Замечательные 

точки треугольника»
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Приложение
 Список задач ГИА по геометрии по теме: «Замечательные 

точки треугольника»
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Приложение
 Список задач ГИА по геометрии по теме: «Замечательные точки 

треугольника»
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Приложение
 Список задач ГИА по геометрии по теме: «Замечательные 

точки треугольника»
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