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Wprowadzenie do projektowania algorytmow

Alagi¢ S., Arbib M.A. - WNT 1982

.Projektowanie programow poprawnych i dobrze zbudowanych"

...polega na roztozeniu zadania na scisle okreslone podzadania, ktorych
poprawne rozwigzanie | wkasciwe ich potaczenie da rozwigzanie catego
problemu .

"Things should be as simple
as possible but no simpler.”
Albert Einstein



Podstawowa wiedza o budowie algorytmow .

Algorytmy majg budowe modularna.

Modut (algorytm dla jednego podzadania):

= jest oddzielng jednostka,

= ma swojg nazwe — identyfikator,

= moze wywotywac inne moduty

= ma tylko jedno wejscie i jedno wyjscie,

= ma zapewniony powrot do modutu z ktorego jest wywotany,
= powinien petnic jedng i tylko jedng funkcje,

= powinien byc stosunkowo niewielki.



Podstawowa wiedza o budowie algorytmow .

Kazdy dowolnie ztozony algorytm mozna zbudowac z trzech
tylko konstrukcji podstawowych, nazywanych strukturami,

sqtfo:
—struktura sekwencji

—struktura wyboru

—struktura petli



Podstawowe Struktury

Struktura sekwencji - wykonanie w kolejnosci zapisu
jednej, dwoch lub wiecej struktur sktadowych.




Algorytmy szeregowe

Algorytm nazywamy szeregowym, jesli spetniona jest zaleznosc

V t(koniec(o,)) < t(poczatek(o,,,))

ie[l,n]
gdzie
n+1 ilosc operacji w algorytmie
0, -{a operacja
t(x) chwila czasu w ktorej wykonywana jest operacja X

Instrukcje wykonywane sg tu sekwencyjnie jedna po drugiej,
wedtug kolejnosci wyznaczonej przeptywem sterowania.



Podstawowe Struktury

Struktura wyboru —zapewnia wykonanie,
wedtug kryterium spetnienia lub niespetnienia okreslonego warunku,
jednej sposrod dwoch albo wielu podanych struktur sktadowych

spelniony niespetniony

wykonaj Strukture 1 wykonaj Strukture 2



Przyktad poszukiwania rozwigzan problemu
Wyznaczanie NWD

Szukany jest NWD (m,n) -
najwiekszy wspolny podzielnik liczb naturalnych min

Metoda 1: rozktad na czynniki pierwsze;
Cwiczenie: Obliczy¢:
NWD (13, 51)
NWD (46, 48)
NWD (14, 28)

PrzedstawiC w postaci algorytmu formalny zapis procesu wyznaczania
NWD dwaoch liczb naturalnych (n, m)



Wyznaczania wspolnego podzielnika
dwoch liczb naturalnych - algorytm Euklidesa

Metoda 2

Przyjmijmy, ze n>m, wtedy n=q*m+r

Jesli liczba naturalna k jest podzielnikiem n oraz m, to r =k* ( n’k —-q* m/k)

k jest podzielnikiem n oraz m, czyli musi bycC tez podzielnikiem r, zatem zachodzi rownosc:
NWD (m,n) = NWD (r, m)

Zauwazmy, ze :

r=n-qm
gdzie:n,m,r,qg € N
m<n
0<r<m

Pierwszy element w parze (r, m) maleje; r—0 i nie przekroczy 0, bor & N,
szukanym NWD (r, m) jest m dla ktérego r=0, czyli gdy otrzymamy NWD (0, m)
Zatem algorytm Euklidesa jest skonczony



Algorytm Euklidesa - lista krokow

Dane: n,m & N gdzie m<n
Wynik: NWD (m,n) & N
Algorytm:

K1. Jesli m=0 to NWD (m,n) =n
K2.r:=nmod m

n:=m

m:=r

wroc do K1

NWD (14,28) = NWD (0,14)
NWD (46,48) = NWD (2,46) =NWD (0,2)
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Algorytm Euklidesa obliczania NWD (m,n); m<n

/ Czytaj m,n /

Tak : Nie
=~

/ Wypisz n /
|

r:=n mod m;
n:=m;
m:=r
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Podstawowe Struktury

Struktura powtorzenia ( petli ) - cykliczne wielokrotne wykonanie
okreslonej struktury sktadowej (moze byC ztozona), w zaleznosci
od spetnienia zatozonego warunku

i
-

Tak
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lteracja

lteracja — powtarzanie okreslonego ciggu operacji na
pewnych elementach zbioru danych;

Rodzaje iteracji ( petli)

* |teracja ograniczona - petla typu for

* |teracja warunkowa dopoki - petla typu while

* |teracja powtarza|.. dokad - petla typu repeat..until
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nie

1

Petla for

var 1: Integer;
begin
for1:=1 ton do

tak

instrukcje
1=i+1

l

begin
{Instrukcje}
end;
end.
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tak

nie

L:=L+1
S:=S+L

Petla while

Inne instrukcje

while Sum<=50 do
begin
Sum:=Sum+Liczba;
Licznik:=Licznik+1;
end;
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Petla Repeat Until

’l suma:=0;
Tres¢ petli 1:=0;

REPEAT i:=i+1;

. suma:=suma-i;
— @ UNTIL suma >=liczba;

tak

Inne instrukcje

| 16




Przyktady problemow

Przeszukiwanie, filtrowanie, sortowanie zbiorow danych;

Statystyczna analiza danych; obliczanie parametrow
statystycznych : srednich (arytmetycznej, harmonicznej,
wazonej ), wariancji , odchylenia standardowego, max,
min, itp

Tablicowanie wartosci funkcji

Dziatania na macierzach

Obliczenia wartosci przyblizonych metodg iteracyjng
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Obliczanie wartosci wielomianu W _ (x)
dla okreslonej wartosci wg schematu Hornera

Tradycyjny zapis wielomianu
- n n-1....
W (x)=a x"+ax™"+a x+a
lle operaciji nalezy wykona¢ aby obliczyé¢ W (x) ?
Przeksztatcamy ten wielomian w nastepujacy sposob.

W (x) = (@ x™'+ax™*+a )xta_

Schemat Hornera (1819r)
W (x) = (...((ax+a )x+a)x.+a )x+a

Oceni¢ pracochtonno$¢ algorytmu dla schematu Hornera
lle operacii nalezy wykona¢ aby obliczy¢ W (x) ?
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Algorytm z petla for (i=0,...,n)
w postaci schematu blokowego (schemat Hornera)

Wspotczynnik przy
Z:=X najwyzszej potedze
1:=0 jest wartoscia
yi=a, poczatkowyq

“ Struktura
Tak ‘a Nie powtarzania
petli
: 1:=1+1
Stop y:=y*z +a,
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Petla z warunkiem

Zadanie:  ObliczyC bok kwadratu o polu a
Metoda:  wzor Herona

i W _ gkl '
’xi

wymagana doktadnosc obliczen | x.,, - x| < eps
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Algorytm obliczania pierwiastka kwadratowego
z danej liczby wg wzoru Herona

Dane:
» Liczba pierwiastkowana: a
* Pierwsze przyblizenie pierwiastka kwadratowego z danej liczby: p
* doktadnosc¢ obliczeniowa eps
Wynik:
* Liczba x (spetniajaca warunek x°=a, z doktadnoscig eps)
Algorytm ( lista krokow)
K1 p:=x;
K2 x:=(p+alp)/2;
K3 Jesli| x-p|<eps,to x jest szukang liczba , zakoncz;
K4 Przyjmij p:= x wro¢ do K2

21



Algorytm Newtona Raphsona

Dane:

* Liczba pierwiastkowana: a

 Pierwsze przyblizenie pierwiastka kwadratowego z danej liczby: p
* doktadnosc¢ obliczeniowa eps

* maksymalna liczba iteracji Maxi

Wynik:

» Liczba x (spetniajaca warunek x*=a, z doktadnoscia eps

» albo obliczona po nie wiece] niz Maxi operacjach

Algorytm ( lista krokow)
KI i:=0;
K2 x:=(p+alp)/2; i:=i+1:
K3 Jesli| x-p | <eps, lubi=imax to x jest szukang liczba , zakoncz;
K4 Przyjmij p:=x wro¢ do K2

Algorytm ten posiada zabezpieczenie na wypadek gdyby dla uzyskania zaktadane]

doktadnosci czas obliczen byt zdecydowanie za dtugi ”



Iteracja konczaca sie i iteracja nieskonczona

Kryteria

zakonczenia obliczen (dziatan) w algorytmie iteracyjnym:

» wykonanie podanej liczby iteracji (powtorzen)

*uzyskanie zgdanej doktadnosci obliczen np. | x,,, - x| < eps

Dla zabezpieczenia przed niekonczacymi sie petlami przy dziataniach
na zbiorach danych warto;

» ustali¢c moc zbioru danych (liczbe elementow)

* gdy licznos¢ zbioru danych nie jest znana po ostatnim elemencie
powinien byC postawiony wartownik oznaczajacy koniec zbioru
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Zadania

Opracowac algorytmy na :

1.
2.
3

obliczanie sumy i wartosci Sredniej n danych liczb

obliczanie iloczynu n danych liczb

obliczanie sumy, wartosci sredniej wynikow pomiarow
wykonywanych przez urzadzenie automatyczne

| przesytanych do komputera, liczba pomiarow nie jest znana.

WyznaczyC wszystkie liczby pierwsze w zbiorze liczb
naturalnych dwucyfrowych
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Rekurencja
Przyktady definicji rekurencyjnych w matematyce

Rekurencja jest szczegolnie silnym narzedziem w matematyce, przyktady:

* Liczby naturalne:

1 jest liczbg naturalng,
nastepnik liczby naturalnej jest liczbg naturalng

« Silnia
0l=1:
nl=n*(n-1)! dla n>0

« Postep arytmetyczny Postep geometryczny
a, C,

— — *
an+1_an tr Cn+1_Cn q
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Przyktad problemow zwiazanych ze
stosowaniem algorytmow rekurencyjnych

Rekurencyjny wzor wielomianu W (x)
W (x)=a_ dlan=0
W (x)=W .(x)"x+a dla n>0

Zapis rekurencyjny, chociaz w istocie bardzie| elegancki,
prowadzi do zmniejszenia efektywnosci obliczen
np. w porownaniu do schematu Hornera.
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Realizacja rekurencji dla n=3

W, (x) = \\N2 (x) *x +a, y=y*x+a,
W,(x) =W, (x’) x+a, y=y*x+a,
W, (x) = W, (x) *x T- a, y=y*x+a,
Procedura
rozwinigcia | (x) = Warunek stopu, {] X) Procedura obliczania
rekurencyjnego 0 zakonczenia warto$ci wielomianu
rekurencji Najszybciej wedtug

schematu Hornera (A.
Borodin -1971r.)



Zadanie

Zadanie: obliczy¢ liczbe krolikow po k miesigcach

gdy:
*  Na poczatku mam jedng pare mtodych
krolikow
«  Kroliki osiggajg dojrzatos¢ po jednym
miesigcu i ieolog
«  Para dorostych krolikow rodzi co miesiac 8 8 1
jedng pare krolikow
«  Kroliki nie umierajg 8 8 1

PrzedstawiC graficznie interpretacje procesu 8 8 8 8 5
rozmnazania sie krolikow w ciggu 6

miesiecy, uwzgledniajgc podziat na pary
mtode i pary dojrzate ( liczby par) 88 8 8 g 8 3

38 88 28 38 3

(&3]



Ciag Fibonacciego

W 1202 roku Leonard z Pizy zwany Fibonaccim (synem Bonacciego) w dziele
Liber abaci podat rozwigzanie problemu rozmnazania krolikow:

Rozwiazania tego problemu tworza tzw ciag Fibonacciego - ciag liczb
naturalnych okreslony rekurencyjnie w sposob nastepujacy:..

- F(0)=0
- F(1) =1
= F(n) = F(n-1) + F(n-2)

wyrazy tego ciggu nazywamy liczbami Fibonacciego. Kwestia, czy zaliczac zero
do ciggu Fibonacciego, jest dyskusyjna. Czes¢ autoréw rozpoczyna cigg od 0

0,1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597

Nazwe "ciag Fibonacciego" spopularyzowat w XIX w. Edouard Lucas
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Problemy z rekurencja:
wystepowanie dublujacych sie obliczen

Obliczanie parametrow ciggu rekurencyjnego
wykonane bezposrednio na podstawie wzoru
matematycznego, moze powodowac problemy
w postaci zbyt wielu dublujgcych sie obliczen.

Na rysunku zaprezentowano schemat wywotan
rekurencyjnych funkcji FIB, realizujgcej
obliczenia scisle wedtug podaneJ definicji, na
ktorym zaznaczono kolorem gatezie wykonujace
sie dwa razy. Zupetnie niepotrzebnie.

W sumie, wywotanie funkcji FIB dla wigkszych
parametrow n, spowoduje ze wykonane zostanie
w przyblizeniu 2n obliczen, co jest z oczywistych
powoddw nieefektywne.

Dlatego nalezy pamigtac, ze nie jest dobrg
metodg programowanie rekurencyjne tam, gdzie
wystarczg proste funkcje iteracyjne

FIB{4)

FIB{3) FIB{2)
LY R
FIB{2)| [FIB{1)| |[FIB{1)|(FIB{O)
FIB{1)| [FIB{D)

Drzewo wywotan funke)i FIB dla parametru 4.

funkcja FIB jest zdefiniowana rekurencyjnie
FIB(0) =0
FIB(1)=1
FIB (n) = FIB(n-1) + FIB(n-2)
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Jawna postac liczb Fibonacciego

Jawny wzor na n - ty wyraz ciggu Fibonacciego, zwany wzorem Bineta, ma postac:

et [52) -(55)

Zadanie:

Przygotowac algorytmy iteracyjne na obliczanie liczb Fibonacciego korzystajac
z roznych form ich prezentowania np.:

» zwzoru Bineta

« z definicji rekurencyjnej (przeksztatconej w algorytmie do postaci iteracyjnej)
| 0szacowac ich pracochfonnosc.
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Ciekawostki zamiast podsumowania
Zastosowania liczb Fibonacciego - ztota liczbha

Zlota liczba
granica ciggu F(n+1)/F(n)
czyli ilorazow sasiadujacych ze sobg wyrazow ciggu Fibonacciego to tzw.

Ztota liczba lub ztota proporcja definiowana jako dodatnie rozwigzanie
rownania :

x:1=1:(x-1)
Jesli bedziemy dzieli¢ kolejne liczby w sekwencji przez liczby wystepujace

1+J§

przed nimi okazuje sie, ze za kazdym razem otrzymamy wynik oscylujacy =1,618033
wokot niewymiernej wartos¢ 1,61803398875..... np. 21 podzielone przez 2
13 daje w przyblizeniu 1,618.
Dzielenie liczb z ciggu przez liczbe nastepng daje nam wartos¢ 0,618...,
wiec odwrotnoscia 1,618. 1-+/5
B =~ —0,618033

Wspotczynnik 1,618033.... w Sredniowieczu zostat nazwany boskg
proporcja.

Wspotczesnie spotyka sie gtdwnie dwie nazwy: zfoty podziat lub zfoty

czyli 13 podzielone przez 21 da mam w przyblizeniu 0,618. 0,618 jest [
Srodexk. %\

W algebrze oznacza sie go grecka literg phi ¢ = 1,618.
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Liczby z ciggu Fibonacciego

wkomponowane w rozrost kwiatu kichawca.
Zrédlo: H.E. Huntley, The Divie Proportion, Dover Publications 1970. [3]

Logo firmy Apple zbudowane z kot o promieniach,
ktorych wartosci to kolejne liczby z ciggu Fibonacciego.

Zrédlo: http://www.banskt.com/blog/golden-ratio-in-logo-designs
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Ztoty podziat i liczby Fibonacciego

Ztoty podziat - podziat harmoniczny, dla liczby a, jest to przedstawienie tej liczby
w postaci sumy b + ¢ dwu sktadowych b, c takich, ze a:b=b:c

Np. dla odcinka jest to podziat wewnetrzny tego odcinka w stosunku - jest to tzw. ziota
liczba (liczba ¢ ).

W wyniku ztotego podziatu odcinka otrzymuje sie dwa odcinki o tej wtasnosci, ze stosunek
dtugosci dtuzszego z nich do dtugosci krotszego jest rowny stosunkowi dtugosci
dzielonego odcinka do dtugosci dtuzszego odcinka.

= punkt przeciecia przekatnych pieciokata foremnego wyznacza ich ztoty podziat.

= bok dziesieciokata foremnego ma dtugos¢ rowng dtugosci dtuzszego z odcinkow
wyznaczonych przez ztoty podziat promienia okregu opisanego na tym
dziesieciokacie. .



Schemat zlotego podzialu prostokata
Zlota spirala

Zdjecie rentgenowskie muszli lodzika.
Zrédio: H.E. Huntley, The Divine Proportion,

Dover Publications 1970
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Zadanie

» Ztota liczba zwigzana ze ztotym podziatem zadziwiata
przez stulecia matematykow, architektow, botanikow,
fizykow i artystow niezwykle interesujgcymi
witasnosciami.

Zadanie
Prosze o wybranie sobie jednego przyktadu
zastosowan liczb Fibonacciego w przyrodzie, nauce lub
innych dziedzinach i opracowanie wtasnego
(indywidualnego) algorytmu rozwigzania wybranego
zadania (problemu).
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