
ТЕМА 3.

Введение в 
теорию графов



1.
НЕКОТОРЫЕ 

ОПРЕДЕЛЕНИЯ И 
ПОНЯТИЯ



Вершины, инцидентные одному и тому же ребру,
 называются смежными. Так же смежными называются ребра, 
инцидентные одной и той же вершине.





2.
СПОСОБЫ 

ЗАДАНИЯ ГРАФОВ



1. Аналитический.

Если вершине не инцидентно никакое ребро, то эта 
вершина называется изолированной.

Выписываются все ребра и пишутся напротив две пары 
вершин, которым они инцидентны.
В конце выписываются все изолированные вершины.



2. Геометрический.

Каждая вершина графа задается точкой. А ребра, 
инцидентные паре вершин – кривой.
Желательно рисовать кривые без пересечения. Если 
пересечения существуют, то их надо отличать от вершин.



3. С помощью матрицы смежности.

Задается одинаково для всех графов:

Пример.
На рисунке изображен граф:

Его матрица смежности: 

Если граф не ориентирован, то матрица симметрична.



ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ
Записать матрицу смежности графа:

Решение. 



ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ
Записать матрицу смежности графа:

Решение. 
Матрица смежности



4. С помощью матрицы инцидентности.

Для неориентированных графов:

Для орграфов:

Для петель нужны дополнительные предположения.



ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ
Записать матрицу инцидентности для 

орграфа на рисунке:

Решение.



ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ
Записать матрицу инцидентности для 

орграфа на рисунке:

Решение.
Матрица инцидентности:



Граф, в котором нет кратных ребер и петель, называется 
простым.
Простой граф называется полным, если любой паре его 
вершин инцидентно одно ребро.

Пример.
Полный граф с пятью вершинами:



3.
ЭЙЛЕРОВЫ ГРАФЫ



В терминах теории графов:

Дан граф. Требуется найти в нем маршрут, проходящий по каждому 
ребру ровно один раз. Начало и конец – в одной вершине. 

Такой маршрут называется эйлеровым циклом, а граф, в котором он 
существует, называется  эйлеровым графом.



Проверь себя.

В каких графах на рисунке ниже есть эйлеров цикл?



Проверь себя.

В каких графах на рисунке ниже есть эйлеров цикл?



Степень вершины в графе – это число ребер,
инцидентных этой вершине.
 

Критерий эйлеровости графа.

Для того, чтобы связный граф без петель был Эйлеровым, 
необходимо и достаточно, чтобы степень его вершины
 была четным числом.



3.
МАРШРУТЫ, 

ЦИКЛЫ, 
СВЯЗНОСТИ.





4.
ЗАДАЧА 

НАХОЖДЕНИЯ 
МИНИМАЛЬНОГО 

ОСТОВА.





5.
I-Я ЗАДАЧА 

НАХОЖДЕНИЯ 
МИНИМАЛЬНОГО 

ПУТИ В ГРАФЕ.





6.
II-Я ЗАДАЧА 

НАХОЖДЕНИЯ 
МИНИМАЛЬНОГО 

ПУТИ В ГРАФЕ.







7.
ДВУДОЛЬНЫЕ 

ГРАФЫ.



ПАРОСОЧЕТАНИЯ



МАКСИМАЛЬНЫЕ ПАРОСОЧЕТАНИЯ



МАКСИМАЛЬНЫЕ ПАРОСОЧЕТАНИЯ



МАТРИЦА СМЕЖНОСТИ 
ДВУДОЛЬНОГО ГРАФА

[V] = M  
[W] = N

Чтобы найти полное паросочетание, нужно найти единицы, 
которые находятся в разных строках и разных столбцах.

При поисках мы можем двигаться по строкам и на углы в 
90 градусов.





ЗАДАЧА ОБ 
ОПТИМАЛЬНОМ 

НАЗНАЧЕНИИ



ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Есть m работников и m работ. 
Каждый из работников выполняет каждую 

работу с определенной эффективностью, т.
е. дана матрица эффективности Аm*m = (aij).

Задача о наилучшем распределении некоторого числа работ между 
таким же числом исполнителей.

Задача о назначениях имеет много интерпретаций: распределение 
работ между механизмами, распределение целей между огневыми 
средствами для максимизации математического ожидания числа 
пораженных целей или среднего ущерба и т.д.



ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
(ПРОДОЛЖЕНИЕ)

Требуется распределить работы таким образом, 
чтобы:

- каждый работник выполнял только одну работу, 
- выполнялись все работы,  
- суммарная эффективность была максимальна 

среди всех возможных.



ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
(ПРОДОЛЖЕНИЕ)

В терминах матрицы эффективности 
задача состоит в нахождении m 
элементов, расположенных в разных 
строках и разных столбцах, чтобы их 
сумма была максимальной.



В ТЕРМИНАХ ТЕОРИИ ГРАФОВ:

Дан двудольный полный граф с   

Даны длины ребер.

Задача состоит в нахождении 
совершенного паросочетания, 
сумма длин всех ребер которого 
максимальна.



Паросочетание называется 
совершенным (из множества 
v в множество w), если 
число ребер в нем совпадает 
с числом вершин в графе.

ОПРЕДЕЛЕНИЯ ЕЩЕ РАЗ:



Паросочетание называется совершенным (из 
множества v в множество w), если число ребер в 
нем совпадает с числом вершин в графе.

Паросочетание называется 
максимальным для данного 
графа, если оно содержит 
наибольшее число ребер для 
всех возможных паросочетаний.

ОПРЕДЕЛЕНИЯ ЕЩЕ РАЗ:



АЛГОРИТМ. ШАГ 1

1. Всем вершинам vi даем 
метку xi = max среди всех 
элементов i-й строки, i-1..m.
Всем wj присваиваем метку 

yj=0, j=1..m.



АЛГОРИТМ. ШАГ 2

2. Ищем ребра, для которых 
выполняется условие

xi + yj = aij

Строим граф, в который входит 
все вершины исходного графа 
и найденные ребра.



АЛГОРИТМ. ШАГ 3

3. В построенном графе 
ищем максимальное 
паросочетание. Если 
найденное паросочетание 
совершенно, то алгоритм 
закончен. Если нет, то 
переходим дальше.



НЕМНОГО ТЕОРИИ.
ТЕОРЕМА ХОЛЛА

Для того, чтобы в двудольном 
графе существовало 
совершенное паросочетание, 
необходимо и достаточно, 
чтобы для любого 
подмножества S⊂V 
выполнялось условие 

|S|≤ |ϕ(S)|, 
где ϕ(S) – множество вершин 

из W, которые соединяются 
ребрами с вершинами из S.



НЕМНОГО ТЕОРИИ.
ТЕОРЕМА ХОЛЛА (ПРОДОЛЖЕНИЕ)

Если на 3-м шаге алгоритма 
обнаружено, что найденное 
максимальное паросочетание не 
совершенно, то ищем 
подмножество вершин из V, такое 
что |S|> |ϕ(S)|, т.е. ищем часть 
графа, где не выполняется условие 
теоремы Холла.

Теорема Холла. Для того, чтобы в двудольном графе 
существовало совершенное паросочетание, необходимо и 
достаточно, чтобы для любого подмножества S⊂V 
выполнялось условие 

|S|≤ |ϕ(S)|. 



4. Из теоремы Холла существует 
такое подмножество S из V, что 
|S|> |ϕ(S)|.
Ищем это подмножество.

Для каждой вершины vi из S 
метку xi уменьшают на 1, а для 
каждой yj из (S) метку yj увеличивают на 1.

АЛГОРИТМ. ШАГ 4



5. Переходим на начало шага 2 с 
новыми значениями меток.

АЛГОРИТМ. ШАГ 5



ВЕСЬ АЛГОРИТМ

1. Всем вершинам vi даем метку xi = max среди всех элементов i-
й строки, i-1..m.  Всем wj присваиваем метку yj=0, j=1..m.

2. Ищем ребра, для которых выполняется условие xi + yj = aij. 
Строим граф, в который входит все вершины исходного графа и 
найденные ребра.

3. В построенном графе ищем максимальное паросочетание. 
Если найденное паросочетание совершенно, то алгоритм закончен. 
Если нет, то переходим дальше.

4. Из теоремы Холла существует подмножество S из V, |S|> |ϕ
(S)|. Ищем это подмножество. Для каждой вершины vi из S метку xi 
уменьшают на 1, а для yj из ϕ(S) метку yj увеличивают на 1.

5. Переходим на начало шага 2 с новыми значениями меток.



ПРИМЕР 1.
Дана матрица назначений:



ПРИМЕР 1.
Дана матрица назначений:



ПРИМЕР 1. ШАГ 1
⦿ Расставляем метки:



ПРИМЕР 1. ШАГ 2.
Ищем ребра, для которых выполняется условие

xi + yj = aij



ПРИМЕР 1. ШАГ 2.
⦿ Строим граф, в который входит все вершины 

исходного графа и найденные ребра.



ПРИМЕР 1. ШАГ 3.

В построенном 
графе ищем 
максимальное 
паросочетание.



АЛГОРИТМ НАХОЖДЕНИЯ 
МАКСИМАЛЬНОГО ПАРОСОЧЕТАНИЯ

1. Перебираем все ребра в любом порядке. 
Все несмежные ребра включаем в 
паросочетание.

2. Находим полное паросочетание.
3. Для этого паросочетания ищем тонкую цепь. 

Если ее нет, то данное паросочетание 
максимально и алгоритм закончен.

4. Если же она существует, то проводим 
перекраску ребер.

5. Толстые ребра тонкой цепи делаем 
тонкими, а тонкие – толстыми.

6. Получаем новое паросочетание, т. е. из 
исходного паросочетания удаляем те толстые 
ребра, которые входили в тонкую цепь и вместо 
них добавляем тонкие ребра из этой цепи.

7. Переходим на шаг 3.



ПРИМЕР 1. ШАГ 4.

Найдем подмножество S из V, такое 
что|S|> |ϕ(S)|. 



ПРИМЕР 1. ШАГ 4.
Поставим новые метки: для каждой 

вершины v
i
 из S метку x

i
 уменьшим на 1, 

а для y
j
  увеличим на 1. 



ПРИМЕР 1. ШАГ 5.

Перейдем на шаг 2 с новыми 
значениями меток.



ПРИМЕР 1. ШАГ 2.
Снова ищем ребра, для которых 

выполняется условие
x

i
 + y

j
 = a

ij



ПРИМЕР 1. ШАГ 2.

Строим граф из выбранных ребер



ПРИМЕР 1. ШАГ 3.

Ищем в нем максимальное 
паросочетание.



ПРИМЕР 1. ШАГ 4.



ПРИМЕР 1. ШАГ 4.

Изменяем метки.



ПРИМЕР 1. ШАГ 2.



ПРИМЕР 1. ШАГ 2.

Ищем ребра, для которых x
i
 + y

j
 = a

ij



ПРИМЕР 1. ШАГ 3.

Строим граф и ищем макимальное 
паросочетание.



ПРИМЕР 1. ШАГ 3.



ПРИМЕР 1. ШАГ 3.

Перекрашиваем 
тонкую цепь.



ПРИМЕР 1. ШАГ 3.
Получившееся в 

результате 
паросочетание 
совершенно, алгоритм 
закончен.



ПРИМЕР 1. ОТВЕТ



ПРИМЕР 2. 
Дана матрица назначений 

(эффективности):



8.
СЕТИ ПЕТРИ.



Для моделирования динамических дискретных систем 
используется математический аппарат, 
называемый сетями Петри. Сети Петри 
разрабатывались специально для моделирования тех 
систем, которые содержат взаимодействующие 
параллельные компоненты.














