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• Звітність в семестрі до 80 балів:
• ТЕСТИ - 5 балів (5*4=20)
• ЛР - 5 балів (5*4=20)
• РГР - 5 балів (5*4=20)
• МКР - 10 балів (10*2=20) 
• Додкові бали конспект лекцій – до 3
• Допуск до іспиту не менше 19 балів
• Іспит 20 балів
• Задавайте питання по ходу лекцій і на ЛЗ.
• Підготовка до ЛЗ, іспитів.
• Робота з підручниками.
• Консультації в семестрі.
• Консультації в сесію.
• Відповіді на лабораторних заняттях.
• Участь в олімпіадах.
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КВАНТОРИ, ПОЗНАЧЕННЯ І 
СКОРОЧЕННЯ

• ]  – нехай;                                                        
• & (∧) –  і;       
• ∨ – або; 
• ⎤  – не;

∀ – для довільного, для всіх;
• : – такій, що; 

∃  – існує;                       
•  ! – єдиний; 
• → – наближається;
• ⇒  – випливає, отже;
• – тоді і тільки тоді;
• Σ  – сума;
• Π  – добуток;
• ∪ – знак об'єднання;
• ∩ – знак перетину;



 Зміст

1. Матриці та їх властивості
2. Лінійні операції над матрицями

3. Визначники та їх властивості 



Термін «матриця» 

започаткував англійський 

математик 

Джеймс Джозеф Сильвестр.

1814–1
897

«Математика – музика 
розуму».

Джеймс Джозеф Сильвестр



§1   МАТРИЦІ ТА ВИЗНАЧНИКИ
1.1 Матриці та їх властивості 

Матрицею розміру m×n називається сукупність чисел, 
розташованих у вигляді таблиці з m рядків і n стовпчиків:

Числа аij , що складають матрицю, називаються елементами 
матриці, до того ж і – номер рядка, а j – номер стовпчика. Якщо 
m≠n, то матриця називається прямокутною. Якщо m=n, то матриця 
называється квадратною порядку n. 



Приклади 

3×2 

2×2 

3×3 



називається вектор-стовпець, а матриця A=[a1 a2…an]   розміру 
1×n, що складається з одного рядка –  вектор-рядок. 

Матриця розміру m×1 виду , що складається з одного стовпця

У випадку квадратної матриці

 елементи a11, a22,…ann  утворюють головну діагональ, а елементи 
an1, an-1 2,…a1n – побічну діагональ матриці. 



Квадратна матриця, в якої всі елементи aij дорівнюють 0 
називається нульовою матрицею. 

 називається   одиничною. Матриця
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Квадратна матриця називається трикутною, якщо 
всі елементи, розташовані по один бік від  головної 
діагоналі, дорівнюють нулю.

Приклади.

верхньотрикутна нижньотрикутна



Матриця АТ , отримана з даной матриці А шляхом
 заміни рядків  на стовпчики, і навпаки, називається
 транспонованою. 
Позначається  AT.   
Приклад

 

(АТ)Т=А



• Якщо AT = A то матрица A називається симетричною.
• Приклад



Приклад

Кососиметрична матриця

КТ= - К



 Трапецієподібна форма матриці

-   aii ≠ 0. -  aij  - довільне, j>i. 



Рівні матриці

1) Розмірність
матриць

співпадає

2) Відповідні 
елементи матриць

рівні:
aij=bij,

i=1,…,m; j=1,…,n.

Дві матриці
A= (aij) і B=(bij)

називаються 
рівними,

якщо



Матриця -А (мінус А)називається матрицею протилежною   А.

1.2. Лінійні операції над матрицями  Додавання
       Для того, чтоб додать дві матриці  A і B (одинакової 
розмірності) необхідно додать їх відповідні елементи.

Приклад: Нехай

Тоді

Для того, чтобы знайти різницю матриць А і В (одинакової 
розмірності) необхідно від кожного елемента матриці А відняти 
відповідний елемент матриці В. 



Множення на число

Для того, чтоб помножити матрицю А на число α∈R необхідно 

кажен элемент матриці помножить на число α.

Приклад: Нехай

тоді



 Множення на вектор-стовпчик

Для множення матриці  А(m×n) на вектор-стовпчик Х(n×1) 

необхідно, щоб число стовпців n матриці А дорівнювало числу 

елементів вектора-стовпчика х (n×1). Тоді добуток матриці А на 

вектор-стовпець Х позначається АХ і дорівнює 

. 



Множення матриці на 
стовпчик

Кожен рядок матриці скалярно
 множиться на стовпець



Нехай  і

розмірності m×n і n×k відповідно, (узгоджені  матриці) тобто – 

число стовців матриці А дорівнює числу рядків матриці В. 

        Добутком матриці  А на матрицю В називається матриця С

(m×k) з елементами сij, що дорівнюють сумі добутків елементів i-го 

рядка матриці А на відповідні елементи j-го стовпця матриці В, 

сij=ai1b1j+ai2b2j+…+ainbnj, i=1,...,m; j=1,...,k.

Множення двох матриць



Приклад

Знайти добуток матриць                                         .





Узагалі, якщо добутки АВ і ВА існують, то АВ ≠ ВА.

Якщо АВ = ВА,  то такі матриці називаються комутативними 
(перестановочними). 

25

Приклад.



Властивості добутку матриць
1. А · О = О;
2. А · Е = А;
3. А · В ≠ В · А;
4. α (АВ) = (αА) · В = А · (αВ);
5. АВС = (АВ) · С = А · (ВС);
6. А (В + С) = АВ + АС;
7. (А · В)Т =ВТ · АТ.

За умови, що операції в обох частинах рівності 
здійсненні, справедливі наступні властивості.



Вільгельм Готфрід 
Лейбніц 

(1646-1716) — саксонський 
філософ(1646-1716) — 

саксонський 
філософ, логік(1646-1716) 

— саксонський 
філософ, логік, математик,
механікмеханік, фізикмехан

ік, фізик, юрист,
історикісторик, дипломат, 

винахідник і мовознавець.
Поняття «визначник» 
належить Г. Лейбніцу 
(1678). 



1.3 Визначники та їх властивості 

Поняття визначника (детермінанта) вводиться тільки для 
квадратних матриць. Познпчення |A|,  det A,  Δ.

Визначником n-го порядку матриці А називається алгебраїчна 
сума добутків елементів, взятих точно по одному з кожного рядка і 
кожного стовпчика матриці А. Знак кожного доданка визначається 
спеціальним правилом.

Визначник n-го порядку містить  n! членів. 

 = a11a22- a12a21 – визначник другого порядку.

Приклад:



• Квадратна матриця А називається невиродженою,  
якщо її визначник det А≠0.

•  У протилежному випадку (det А = 0) матриця А 
називається виродженою.



Правило трикутника : три додатних члена визначника третього 
порядку є добутком елементів головної діагоналі і елементів, що 
знаходяться в вершинах двох рівнобедрених трикутників, основи яких 
паралельні головній діагоналі. Три його від'ємних члена є добутком 
елементів побічної діагоналі і елементів, що знаходяться в вершинах 
двох рівнобедрених трикутників, основи яких паралельні побічної 
діагоналі.

a11a22a33+a12a23a31+ a13a21a32- a13a22a31-a11a23a32-

-a12a21a33 – визначник третього порядку.

«+» «-»



Приклад. Обчислити визначник 3-го порядку

Δ=5•1•(-3) + (-2)•(-4)•6 + 1•3•0 – 1•1•6 –2•(-3)•(-3) – 5•(-4)•0 = 

= –15 + 48 – 6 –18 = 48 – 39 = 9.

Δ
=



Приклад. Обчислити визначник 3-го порядку
За допомогою правила діагоналей

-    -     - +  +   
+Δ=5•1•(-3) + (-2)•(-4)•6 + 1•3•0 – (1•1•6 + 5•(-4)•0 +(-2)•3•(-3)) = 

= –15 + 48 – (6+18) =33 – 24 = 9.

Δ
=



Визначник довільної трикутної матриці дорівнює добутку 
елементів головної діагоналі 



   Властивості визначників n-го порядку:

1. Визначник матриці А дорівнює визначнику транспонованою 

матриці, 

2. Якщо всі елементи деякого рядка матриці А дорівнюють 0, то 

визначник дорівнює 0.

3. Загальний (спільний) множник всіх елементів рядка визначника 

можна винести за знак цього визначника.

4. Якщо у визначнику поміняти місцями два рядки, то він змінить 

знак на протилежний.

5. Якщо визначник має два рівні рядки, то він дорівнює 0.

6. Якщо елементи двох рядків визначника пропорційні, то 

визначник дорівнює 0.



7. Значення визначника не зміниться, якщо до елементів його рядка 
додати відповідні елементи іншого рядка, помножені на одне і те 
ж число k.

      Мінором Мij елемента aij називається визначник (n-1) порядку, 
отриманний викресленням з визначника n-го порядку елементів i-го 
рядка та  j-го стовпця, i, j = 1,...,n. 
Приклад: 

Алгебраїчним доповненням елемента aij називаєтьчя число

Aij=(-1)i+j Мij. 

 – мінор 
елемента а23.

A23=(-1)2+3 М23=(-1)(-6)=6.



⎜A⎜ =ai1Ai1+ai2Ai2+…+ainAin,  i=1,...,n.        

8. Теорема. Визначник дорівнює сумі добутків елементів будь-
якого його рядка на відповідні алгебраїчні доповнення 
елементів цього рядка.

 Формула Лапласа: 

П'єр-Сімо́н 
Лапла́с   (1749 (1749 - 1827 (1749 - 1827)
 —французьский (1749 - 1827) —
французьский математик (1749 - 1827) —
французьский математик, 
механік (1749 - 1827) —
французьский математик, 
механік, фізик (1749 - 1827) —
французьский математик, 
механік, фізик і астроном





Правило чужих доповнень

• Сума добутків елементів будь-якого ряду кв. матриці на 
алгебраїчні доповнення відповідних елементів іншого її 
паралельного ряду дорівнює нулю.



9. Якщо елементи будь-якої ряду квадратної матриці А 
складаються з двох доданків, то визначник А дорівнює сумі 
визначників двох матриць, що розрізняються між собою 
тільки елементами цього ряду, що були раніше окремими 
складовими.



«А математику тільки тому вчити слід, 
що вона розум до ладу приводить». 

М. В. Ломоносов
 
                
                                  


