Uktady logiczne

Uktady logiczne to dziat techniki cyfrowej, w ktoérej uktady cyfrowe
konstruowane sa na poziomie bramek logicznych i przerzutnikéw.

kombinacyjne sekwencyjne
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Pojecia
podstawowe

Algebra Boole'a




Dwuelementowa algebra Boole’a

Algebra Boole’a jest modelem matematycznym operacji na sygnatach
binarnych reprezentujgcych sygnaty elektryczne o dwoch wartosciach: 0 lub
1. Wartosci te sg przyporzadkowane dwom poziomom nhapiecia
wytwarzanego przez (elektroniczne) uktady logiczne. Najczesciej przyjmuje
sie, ze napieciu wysokiemu jest przyporzadkowana wartoS¢ sygnatu 1,
natomiast napieciu niskiemu — wartosc 0.

u(t)
Wysoki poziom =5V Ij
Niski poziom =0V _| t

Cigg bitow .....




Dwuelementowa algebra Boole’a

Algebra Boole’a jest algebrg z trzema operacjami na
dwuwartosciowych argumentach, ktére przyjmujg wartosci: 0 i 1.
Rezultaty tych operacji sg takze dwuwartosciowe.

Te trzy operacje to:

- suma logiczna (suma boolowska, alternatywa, lub),
- iloczyn logiczny (iloczyn boolowski, koniunkcja, i),

- negacija (inwersja, nie).

Dwie pierwsze operacje sg wieloargumentowe, a trzecia jest
jednoargumentowa.



Operacja sumy logicznej (OR)...

...jest zdefiniowana nastepujgco: jezeli co najmniej jeden z
argumentow jest rowny 1, to wynik jest rowny 1, zatem suma

logiczna jest rowna 0 tylko dla przypadku, gdy wszystkie argumenty
sg rowne 0.

0+0=0 Bramka OR
0+1=1 .

140=1 bi>—c=a+b
141=1

gdzie + oznacza operacje OR



Operacja iloczynu logicznego (AND)...

...Jest zdefiniowana nastepujgco: wynik iloczynu jest rowny 1, wtedy i
tylko wtedy, gdy wszystkie argumenty przyjmujg wartosc 1.

Bramka AND

d

gdzie » oznacza operacje AND
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Operacja negacji (NOT)...

...Zmienia wartos¢ argumentu na przeciwny. Negacjg O jest 1,
a negacjg 1 jest 0, co zapisujemy...

Bramka NOT

X o

1
0

Xl

0
1

Operacja NOT zmiennej X, jest oznaczana X



Prawa i wtasnosci algebry Boole’a

Wilasnhosci statych

at+t0=a a-0=0
at+1=1 a-1=a
Wiasnhosci negacji
a+a=1 aea=0

Podwéjna negacja
a=ada

Idempotentnos¢
at+a=a a-a=a



Prawa i witasnosci algebry Boole’a c.d.

Przemiennosc¢

atb=b+a a-b=b-a
kacznosc¢
at(b+c)=(a+h)+c a-(b-c) = (a-b)-c

Rozdzielnos¢
a+bc=(a+b)(a+c) a(b+c)=ab+ac

Prawa De Morgana

y:aob:§+5 y:a+b:505



Wyrazenie boolowskie

Wyrazenie boolowskie to formuta, w ktorej zmienne
boolowskie potgczone sg operatorami: + (OR),
- (AND), (NOT) X

Przyktad:
a+b+Cod+e a+b+Cd+e
+b(d+
a+b(d+e) Kropke czesto pomijamy
Kolejnos¢ operacii:
1. NOT
2. AND
3. OR

(Moze by¢ zmieniona przez stosowanie nawiasow).
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lloczyn kartezjanski

lloczynem kartezjanskim zbiorow Ai B, oznaczanym A x B
nazywamy zbior wszystkich par uporzgdkowanych (a, b), takich ze
pierwszy element pary nalezy do zbioru A (a € A), natomiast drugi
do B (b € B).

AxB={a,b):ac A,beB}
000

Przykiadzik 001
011

{0, 1} ICoEp> 010
110
111
101
100
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Funkcja boolowska

Funkcja boolowska zmiennych binarnych x.,... ,x nazywamy
odwzorowanie:

FX—>Y
gdzie:
X < B"={0,1} x{0,1} x...x {0,1}, YC B"
\ |
n-razy r

Jezeli X = B", to funkcje nazywamy zupetng; w przeciwnym przypadku
jest to funkcja niezupetna, zwana rowniez funkcjg nie w pefmni
okreslona.

Reprezentacije:

Tablica prawdy
Formuta (wyrazenie) boolowskie

... i wiele innych sposobdéw opisu (np. BDD)
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Tablica prawdy

tablicowe przedstawienie odwzorowania f

f(xl) xz) x3)

f B> —B

0

1

0 O

0|0 O O

1

Funkcja niezupetna
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Tablica prawdy...

n—1 _
Ap :L(ANKB):ZajZJ =
j=0

— . on-1 . D2 .21 .»0
=a , 27" +t..ta, 2°+ta 2" +a,2

(0101),=0-2°+1-22+0-2"+1-2°=
O
(1010),=1-23+0 - 22+1-21+020=
10,
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Uproszczony zapis tablicy prawdy

f=3[1,3,5,7, (2,

6)]

a5a 6a 7)

f=3(1,
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Wyrazenie boolowskie

Znacznie wygodniejsza w praktyce
jest reprezentacja funkcji
boolowskich w postaci wyrazenia
boolowskiego.
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Wyrazenie boolowskie - przyktad

—

~N OO o B~ W DN

I =x00% +x1x2x3 +X1X2X3 +x1x2x3 +x1x2x3

X, X, X, f
0O 0 O 0
0O 0 1 1
0O 1 O \
o 1 1 —
1 0 O
1 0 1
1 1 O
1 1 1

NNINEYSES
\

\

ol )

f= X1Xp X3 +x1x2x3 +x1x2x3 Jr3C13623C3 Jr3C1xzx3

Ogromne znaczenie formut boolowskich ...
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Operatory logiczne

maja swoje realizacje techniczne - bramki logiczne

X
1._>01—

IDAD ::_* I >

D

AL L

Realizacja funkcji f

f — X1 XpX3 +x1x2x3 +x1x2x3 +x1x2x3 +x1x2x3

1 2 3

4

5
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Komentarz

Zatem upraszczajac wyrazenia boolowskie bedziemy
mogli jednoczes$nie uproscic ich realizacje, np.
zmniejszyC liczbe zastosowanych bramek co decyduje o
kosztach realizacji i tym samym jest glownym
czynnikiem zwiekszajgcym konkurencyjnosc¢ naszego
p1roduktu na rynku.

44—

—® .
X
3 4

L
X
f

Podstawy teoretyczne upraszczania
wyrazen boolowskich zawarte sa
w algebrze Boole’a.

il LL
:

19



Transformacja formuly

=X X,X, + XX, X, + XX X, +XX,X, + XXX +XX,X =

) N\

=X X;(%, +x,)  +xx00+x,)  Fxx06+ x3,) -
_1 —1 —1

= X X3 + X1 X3 + XXy =

// i
SNET | e S

Realizacja uproszczonej
funkcji

Minimalizacja funkcji boolowskich!!!
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Sens fizyczny minimalizaciji
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Postaci (formy) kanoniczne

Kanoniczna postac sumacyjna
(suma iloczynow)

Kanoniczna postac iloczynowa
(iloczyn sum)
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Kanoniczna posta¢ sumacyjna

2" 1
f(X)= \/ X5 X2 X (X, )
k=0 X, X, X, f
0|0 0 0 |0
10 0 1] |1
Xe:{x, gdy e =1 2l0 1 0o |o
X, gdye=0 300 1 1 |1
411 0 0 |0
51 0 1 1
Minterm 6,1 1 0 11
711 1 1 1

S

f(X)=XXX5 +XXX5  + X X, X, + X, X, X, +X.X,X,
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Kanoniczna postac iloczynowa

2" 1

f(X) = /\(x1e1k + X% e XM+ (X ))
k=0

° — X, gdye=0
X, gdye=1

Maxterm

/

f=(X,+X,+X,)(X,+X, +X,) (X, +X, +X,)

X

*

N~ 6o o~ W0 NN = O

_ = = =2 0 O O o

- O =) O = O = o0

I I U = T VY — T G o
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