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Матрицы и операции над ними

Тема 1



ПЛАН
1. Определение матрицы. Виды матриц.
2. Операции над матрицами.
3. Свойства матричных операций.
4. Транспонирование матрицы.
5. Свойства операции транспонирования.

ЛИТЕРАТУРА
1. Курош А.Г. Курс высшей алгебры. - М.: Наука, 

1975. 
2. Кострикин А.И.  Введение в алгебру. - Физматлит, 

2001. 
3. Окунев Л.Я. Высшая алгебра. - М., 1966. 
4. Ильин В.А., Поздняк Э.Г. Линейная алгебра. Уч. пос., 

3-изд. доп. М., Наука, 1999.



Определение матрицы. Виды матриц











Операции над матрицами







Свойства матричных операций
1) А+В=В+А

2) (А+В)+С=А+(В+С)

3) А+О=О+А=А

4) 1А=А1=А

5) 0А=А0=О; λО=Оλ=О

6) λ(μА)=(λμ)А

7) (λ+μ)А=λА+μА

8) λ(А+В)=λА+λВ

9) λ(АВ)=(λА)В



Свойства матричных операций
10) (А+В)С=АС+ВС

11) А(В+С)=АВ+АС

12) А(ВС)=(АВ)С

13) АЕ=ЕА=А

14) Если произведение АВ существует, то ВА может и 
не существовать.

15) Если даже АВ и ВА существуют, то они могут быть 
матрицами разных размеров.

16) В случае, когда АВ и ВА существуют и оба – 
матрицы одинакового размера, вообще говоря, АВ≠ВА.

17) Из того, что АВ=0, не следует, что А=0, или В=0.



Транспонирование матрицы





Свойства операции транспонирования



Резюме

Представлены основные определения и 
операции над матрицами и их свойства, 
являющиеся базовыми в теории матриц.



Определители. Миноры и 
алгебраические дополнения. 
Обратная матрица 

Тема 2



ПЛАН
1. Определитель квадратной матрицы.
2. Свойства определителей.
3. Миноры и алгебраические дополнения.
4. Теорема о разложении определителя по строке 

(столбцу).
5. Обратная матрица и её свойства.
6. Матричные уравнения.

ЛИТЕРАТУРА
1. Курош А.Г. Курс высшей алгебры. - М.: Наука, 1975. 
2. Кострикин А.И.  Введение в алгебру. - Физматлит, 2001. 
3. Окунев Л.Я. Высшая алгебра. - М., 1966. 
4. Воеводин В.В. Линейная алгебра. Уч. пос. - М., Наука, 

1980.



Определитель квадратной матрицы











Свойства определителей







Миноры и алгебраические дополнения





Теорема о разложении определителя 
по строке (столбцу)







Обратная матрица и её свойства







Матричные уравнения







Резюме

Введены понятия определителя, минора, 
алгебраического дополнения и их свойства, 
играющие важную роль при решении систем 
алгебраических уравнений и использующиеся 
при изучении аналитической геометрии.



Системы линейных уравнений и 
методы их решения

Тема 3



ПЛАН
1. Системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) 

и их решения.
2. Однородная система линейных уравнений.
3. Метод Крамера для решения СЛАУ.
4. Матричный метод решения СЛАУ.
5. Эквивалентные системы.
6. Элементарные преобразования систем.
7. Ступенчатая система.
8. Метод Гаусса для решения СЛАУ.

ЛИТЕРАТУРА
1. Курош А.Г. Курс высшей алгебры. - М.: Наука, 1975. 
2. Кострикин А.И.  Введение в алгебру. - Физматлит, 2001. 
3. Окунев Л.Я. Высшая алгебра. - М., 1966. 
4. Воеводин В.В. Линейная алгебра. Уч. пос. - М., Наука, 

1980.



Системы линейных алгебраических 
уравнений (СЛАУ) и их решения 





Однородная система линейных 
уравнений



Метод Крамера для решения СЛАУ















Матричный метод решения СЛАУ









Эквивалентные системы



Элементарные преобразования  
систем

1. Перемена мест двух уравнений в системе;
2. Умножение обеих частей уравнения на число, отличное 
от 0;
3. Прибавление к частям какого-нибудь уравнения 
соответствующих частей другого уравнения, 
предварительно умноженных на какое-нибудь число;
4. Выбрасывание уравнения вида 0=0;
5. Перемена мест двух слагаемых во всех уравнениях 
системы.

     Теорема. При элементарных преобразованиях система 
приводится к эквивалентной системе.



Ступенчатая система
     Система называется ступенчатой, если каждое 
уравнение имеет хотя бы 1 отличный от 0 коэффициент 
или свободный член и, начиная со 2-го уравнения, 1-ое 
отличное от 0 слагаемое расположено правее 1-го 
отличного от 0 слагаемого предыдущего уравнения:

     Теорема. Всякая система линейных уравнений при 
помощи элементарных преобразований приводится к 
равносильной  ступенчатой системе.



     Метод Гаусса может быть применен к системам 
линейных уравнений с произвольным числом 
уравнений и неизвестных. 

     Суть метода заключается в последовательном 
исключении неизвестных, когда с помощью 
элементарных преобразований система уравнений 
приводится к равносильной системе ступенчатого (или 
треугольного) вида, из которой последовательно, 
начиная с последних (по номеру) переменных, 
находятся все остальные переменные.

Метод Гаусса для решения СЛАУ







     При этом система будет несовместной, если в 
процессе преобразований мы получим уравнение, в 
котором коэффициенты при всех неизвестных равны 
нулю, а свободный член отличен от нуля, в противном 
случае система будет совместной. 

     Совместная система уравнений будет 
определённой, если она приводится к треугольному 
виду, и неопределённой, если приводится к 
трапецоидальному виду, в котором число уравнений 
меньше числа неизвестных.









Резюме

Рассмотрены основные методы решения 
системы линейных алгебраических 
уравнений, использующиеся в линейной 
алгебре и некоторых вопросах 
аналитической геометрии.



Комплексные числа

Тема 4



ПЛАН
1. Алгебраическая форма комплексного числа.
2. Геометрическое изображение и тригонометрическая 

форма комплексного числа.
3. Действия над комплексными числами, записанными в 

тригонометрической форме. Формула Муавра.
4. Извлечение корня п-ой степени из комплексного числа. 

Корни из единицы. Первообразные корни.
5. Показательная форма комплексного числа.

ЛИТЕРАТУРА
1. Курош А.Г. Курс высшей алгебры. - М.: Наука, 1975. 
2. Кострикин А.И.  Введение в алгебру. - Физматлит, 2001. 
3. Окунев Л.Я. Высшая алгебра. - М., 1966. 
4. Ван дер Варден Б.Л. Алгебра. -М.: Наука, 1976.



Алгебраическая форма 
комплексного числа









Геометрическое изображение и 
тригонометрическая форма комплексного 
числа









Действия над комплексными числами, 
записанными в тригонометрической 
форме. Формула Муавра









Извлечение корня п-ой степени из 
комплексного числа. Корни из единицы. 
Первообразные корни





















Показательная форма комплексного числа







Резюме

Приведены основные результаты, 
касающиеся комплексных чисел, дана их 
алгебраическая и геометрическая 
интерпретация.



Многочлены степени п

Тема 5



ПЛАН
1. Основные определения.
2. Деление многочленов с остатком.
3. Делимость многочленов. Свойства делимости.
4. НОД. Алгоритм Евклида. 
5. Корни многочленов. Теорема Безу. Схема 

Горнера. 
6. Кратные корни. Основная теорема алгебры.
ЛИТЕРАТУРА

1. Курош А.Г. Курс высшей алгебры. - М.: Наука, 
1975. 

2. Кострикин А.И.  Введение в алгебру. - Физматлит, 
2001. 

3. Окунев Л.Я. Высшая алгебра. - М., 1966. 
4. Ван дер Варден Б.Л. Алгебра. -М.: Наука, 1976.



Основные определения











 Деление многочленов с остатком



 Делимость многочленов. 
Свойства делимости







НОД. Алгоритм Евклида 







Корни многочленов. Теорема Безу. 
Схема Горнера











Кратные корни. 
Основная теорема алгебры





Резюме
Приведены основные свойства, касающиеся 
делимости многочленов, даны основные 
результаты, связанные с нахождением корней 
многочленов.



Векторы и операции над ними.              
Координаты точек и векторов

Тема 6



ПЛАН
1. Линейные операции над векторами.
2. Базисы. Прямоугольные системы координат.
3. Свойства координат точек и векторов.
4. Полярная система координат.

ЛИТЕРАТУРА
1. Александров П.С. Лекции по аналитической 

геометрии. – М., 1968.
2. Макажанова Т.Х., Муканов А.А., Медеубаев Н.К. 

Практикум по аналитической геометрии. – Караганда, 
КарГУ, 2003.

3. Погорелов А.В. Геометрия. – М., 1984.
4. Макажанова Т.Х., Муканов А.А., Ульбрихт О.И. 

Аналитическая геометрия. Электронный учебник. (2,5 
Мб). –Караганда, 2011.



Вектор – это направленный отрезок, т.е. отрезок прямой, у 
которого указано, какой конец отрезка является началом, а 

какой конец отрезка – концом вектора.
Для обозначения вектора используются символы       – это 

вектор, у которого точка А – начало, точка В – конец вектора. 
Могут обозначаться векторы и малыми буквами      или а.

Линейные операции над векторами



Длиной        вектора       называется длина отрезка, 
изображающего этот вектор, направление определяется 

указанием начала и конца вектора.
Параллельным переносом вектора         называется такое его 
преобразование, когда в любой момент вектор      занимает 

положение     , при этом             .
Приложить вектор к точке О – это значит произвести такой 

параллельный перенос этого вектора, чтобы его начало 
попало в точку О.



Два вектора а и b называются сонаправленными (или 
одинаково направленными), если при приложении к одной 
точке они лежат на одной прямой, а их концы находятся по 

одну сторону от точки приложения. Обозначают 
сонаправленность знаком            .

Векторы а и b называются противоположно направленными, 
если при приложении к одной точке они лежат на одной 

прямой, а их концы находятся по разные стороны от точки 
приложения; обозначают противоположную направленность 

знаком            .



Сонаправленные и противоположно направленные векторы 
образуют совокупность коллинеарных векторов; таким 

образом, векторы коллинеарны, если при приложении к одной 
точке они лежат на одной прямой. Обозначают коллинеарные 

векторы знаком ||.
В общем случае коллинеарные векторы лежат на 

параллельных прямых.
Вектор а называется параллельным прямой l (          ), если 

при приложении к какой-либо точке прямой l вектор а 
целиком лежит на l.

Векторы называются компланарными, если при приложении 
к одной точке они лежат в одной плоскости. В общем случае 

они лежат на параллельных плоскостях.



Вектор а компланарен плоскости π (       ), если при 
приложении к какой-либо точке плоскости π вектор а лежит 

на плоскости π.
Два вектора называются равными, если у них равны длины и 

совпадают направления.
Таким образом, векторы будут равны, если при приложении к 

одной точке они совпадут.
Нулевым вектором 0 называют вектор нулевой длины, т.е. 
вектор, у которого начало и конец совпадают. Направление 

нулевого вектора не определено.



Отношением     двух коллинеарных векторов а и b,          , 
называется число, определяемое так:

  

Осью называется прямая, на которой задан ненулевой вектор 
е, длина которого принята за единицу, а направление 

считается положительным направлением на прямой. Вектор е 
называется единичным вектором оси.

е



Пусть вектор а лежит на оси (или на прямой, параллельной 
оси), т.е.        . Координатой вектора а на оси, называется 

число
, т.е. 

Для векторов вводятся две линейные операции.
Пусть даны два вектора а и b.  



Приложим вектор к точке О, получим вектор          , 
                         приложим вектор b к точке А, получим вектор      ,                                                                         

                     тогда вектор       назовём суммой векторов 
а и b:                  .

                       Пусть задан вектор а и число λ. Произведением                      
                 вектора а на число λ называется вектор λа, 

определяемый следующим образом: 
длина |λа| = |λ|⋅|a|;
λа↑↑а, если λ ≥ 0 и
λа↑↓а, если λ< 0.



Замечания. 1) Всегда  λа || а, если           , то            .
2) Пусть a|| b         ), тогда             , где           .

3) Если имеется ось, то           , где              – координата 
вектор на данной оси.

Свойства линейных операций.
1.                        (коммутативность сложения):
2.                         (ассоциативность сложения);

3. а + 0 = 0 + а;
4. λ(μа) = (λμ)а (ассоциативность умножения на число);

дистрибутивность;
5. (λ+μ)а = λа + μа 6. λ (а + b) = λа + λb

7. 0 ⋅ а = 0;
8. λ ⋅ 0 = 0.



Противоположным к вектору а называется вектор (– а), 
имеющий такую же, как и вектор а длину, но 

противоположное вектору а направление. Нетрудно видеть, 
что (– а) = (–1) ⋅ а.

Разностью векторов а и b назовём сумму векторов а и (– b): 
а – b = a + (– b). 



                           Первая ось с единичным вектором                
                                    называется осью абсцисс ОХ, вторая ось         

       с единичным вектором
  – осью ординат ОY, точка пересечения осей О называется 

началом системы координат, векторы        и         имеют 
одинаковую единичную длину. Векторы        и        образуют 

базис, а их направления определяют положительные полуоси 
ОХ и ОY соответственно. 

Базисы. Прямоугольные системы координат
          Рассмотрим системы координат. На плоскости 
прямоугольную систему координат (СК) ОХY образует 
упорядоченная пара взаимно перпендикулярных осей.



Возьмём произвольную точку А и построим её проекцию  на 
ось ОХ, для чего проведём через        точку А прямую, 

параллельную оси ОY, точка пересечения этой прямой и оси 
ОХ и будет проекцией        точки А на ось ОХ. Аналогично 
строится проекция  точки А на ось ОY. Очевидно             ,     

            ,  поэтому можно говорить о координатах этих 
векторов на осях ОХ и ОY соответственно:           ,               , 

полученные числа х и у называются координатами точки А; 
х – абсцисса А, у – ордината А.



При этом, если проекция          лежит на положительной 
(отрицательной) полуоси ОХ, то               (               ). 

Аналогично для ординаты у.
Справедливы равенства                 ,                 и                      .

Для того чтобы построить проекцию на оси вектора         , 
нужно построить проекции его начала и конца. 



Проекцией          на ось ОХ будет вектор          , на ось ОY – 
вектор         . Координатами вектора        назовём                ,      

                  и обозначим              . Легко проверяется равенство           
   

         , т.е. координаты вектора – это коэффициенты в 
разложении вектора по базису           . Если заданы 

координаты точек А и В, т.е.             ,              , то координаты 
вектора  получим, если от координат конца отнимем 

соответствующие координаты начала:                           .



Основные свойства координат.
1) Пусть                    ,                     ⇒                                   .

2)Пусть                     ⇒                       .                                        
.                                        

Замечание. Если мы приложим вектор      к началу координат 
О, то координаты вектора         совпадут с координатами 

конца вектора В.
В пространстве прямоугольную СК образует упорядоченная 
тройка взаимно перпендикулярных осей, пересекающихся в 
общей точке О, называемой началом СК. К осям абсцисс ОХ 
с единичным вектором       и ОY с единичным вектором        , 
прибавляется ось аппликат OZ с единичным вектором        .

Свойства координат точек и векторов



Возьмём точку А. Для того чтобы построить проекцию Ах

точки А на ось ОХ, мы через точку А проведём плоскость, 
параллельную плоскости OYZ, которая пересечёт ось ОХ в 

точке Ах. Аналогично строим проекции Аy и Аz
на оси ОY и OZ и определяем координаты                ,             ,              

,               . 



Для того чтобы построить проекции вектора        , строим 
проекции его начала и конца и получаем на осях векторы      ,               

          и             соответственно, получаем               ,             ,         
         и тогда вектор       будет иметь координаты                 и 

будет справедливо разложение:                           .
Если                  ,                   , то                                .

Используя метод координат, легко получить критерий 
коллинеарности векторов.



Предложение 1. Пусть                       ,                          , тогда                                
.

Рассмотрим задачу о делении отрезка в данном отношении. 
Пусть задан ненулевой отрезок АВ, требуется на прямой АВ 

найти точку М так, чтобы для заданного числа       
выполнялось условие              или                  .

Замечание.                                                           .



 Предложение 2. Пусть                 ,                         ⇒  искомая 
точка М имеет координаты                                       .

 Замечание. Особый интерес представляет случай, когда 
точка М является серединой отрезка АВ, т.е.        . В этом 
случае мы получаем формулы                                     , т.е. 
координаты середины отрезка являются полусуммами 

координат концов отрезка.

 Введём СК OXYZ (на плоскости ОХY).



                            Введём определение: за угол            между двумя           
                             векторами а и b принимается угол ϕ такой, 

что                       (т.е. меньший из двух возможных). 
Пусть задана СК OXYZ и вектор                             . 

Пусть                ,                  ,                  . Нетрудно получить 

формулы                          , возводя правые и левые части этих 

равенств в квадрат и складывая, получим 
равенство                                                , называемое теоремой о 

направляющих косинусах.



Замечание. На плоскости с системой координат ОХY, где
  и                    , мы получим формулы                     .

Полезным для дальнейшего будет отметить следующие 
свойства векторов.

На плоскости вектор                                                        .               
В пространстве вектор                                              . 

(соответственно                                ,                                  ); 
вектор                            плоскости                                               

(соответственно                            ,                           ).
Используя прямоугольные координаты, легко получить 

формулу вычисления длины вектора.



Пусть                , приложив его к началу координат О, имеем                               
       ,         ,      – проекции вектора а на оси ОХ и ОY, при этом                        

           ,               и                ,                , из прямоугольного 
треугольника                 имеем 

 Замечание 1. Очевидно в пространстве, если                          , 
то                               .



Замечание 2. Легко получить и формулу длины отрезка с 
концами                      и                    . Очевидно, что                   , 

учитывая, что                                         , получаем формулу
                                        .

Наряду с прямоугольными системами координат 
рассматриваются и другие системы координат.

Наиболее важная из них – полярная СК на плоскости.
Полярная СК на плоскости включает в себя ось с выделенной 

на ней точкой О – полюсом и определяет положительное 
направление вращения (обычно это вращение против часовой 

стрелки).



Наряду с прямоугольными системами координат 
рассматриваются и другие системы координат.
Наиболее важная из них – полярная СК на плоскости.

Полярная СК на плоскости включает в себя ось с 
выделенной на ней точкой О – полюсом и определяет 
положительное направление вращения (обычно это 
вращение против часовой стрелки).

Полярная система координат



Положение каждой точки А определяется полярным 
радиусом              и полярным углом ϕ – положительного 

поворота вокруг полюса единичного вектора е до того, как он 
ляжет на прямую ОА; записывают              .  

Существует тесная связь прямоугольных и полярных СК.
Для каждой полярной СК строится прямоугольная СК: полюс 

считаем началом, полярная ось берётся за ось ОХ, вектор                    
           , произведя положительный поворот на угол   

полярной оси вокруг полюса мы получим ось ОY, при этом 
повороте вектор е займёт положение вектора        .



И наоборот: для прямоугольной СК ОХY определяем 
полярную СК, где ось ОХ совпадает с полярной осью, а 

положительное вращение определяет направление в котором 
нужно повернуть на угол       вектор        для того, чтобы он 

совместился с      .
При таком соответствии легко получить формулы, 

связывающие прямоугольные и полярные координаты точки 
,                    ,               .



Резюме
Изучаются векторы и основные операции над ними.

Определяются прямоугольные системы координат, 
вводятся координаты точек и векторов, 
рассматриваются их свойства. Тем самым, создаётся база 
для использования в геометрии современного 
алгебраического аппарата.



Скалярное, векторное и смешанное 
произведение векторов

Тема 7



ПЛАН
1. Скалярное произведение векторов. 
2. Ориентация плоскости, пространства.
3. Векторное произведение векторов. 
4. Смешанное произведение векторов. 
5. Объём ориентированного параллелепипеда.
ЛИТЕРАТУРА

1. Александров П.С. Лекции по аналитической 
геометрии. – М., 1968.

2. Макажанова Т.Х., Муканов А.А., Медеубаев Н.К. 
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Введём операцию скалярного произведения векторов.
Скалярным произведением любых двух векторов а и b 
называется число                                  , где              .
 
Свойства скалярного произведения. 
1)                    коммутативность;
2)                         (а и b перпендикулярны),                 ϕ – 
острый,                  ϕ – тупой.
3) 
 4)                         однородность;
 5)                                         аддитивность.
Введём теперь СК OXYZ и пусть                                 .

Скалярное произведение векторов



Предложение 1.                                    .
Доказательство.
Представим                                                                  тогда 
                                                               и с учётом свойств 
скалярного произведения, получим: 

   Так как векторы  взаимно перпендикулярны, то
                                                                                  , откуда 
получаем формулу                                          .

Введём теперь СК OXYZ и пусть 



 



 



Будем вводить понятие ориентации плоскости и 
пространства.
Рассмотрим на плоскости упорядоченную пару 
неколлинеарных векторов а и b. Будем говорить, что эта 
пара векторов имеет правую (левую) ориентацию, если 
ближайший поворот от первого вектора а ко второму 
вектору b происходит против (по) часовой стрелке.
На рисунке изображена правая пара векторов.

Ориентация плоскости, пространства



В пространстве рассмотрим упорядоченную тройку 
некомпланарных векторов а, b, с. тройка векторов а, b, с 
будет правой (левой) пря выполнении условия: если 
смотреть из конца третьего вектора с, то ближайший 
поворот от первого вектора а ко второму вектору b 
происходит против (по) часовой стрелке.
На рисунке изображена левая тройка векторов а, b, с. 
Плоскость или пространство считаются 
ориентированными, если указано какая ориентация 
считается положительной (обычно это правая 
ориентация).
На ориентированной плоскости (или в 
ориентированном пространстве) рассматриваются 
положительные (правые) базисы.



Определим операцию векторного произведения 
векторов.
Пусть имеется упорядоченная пара векторов а и b. 
Векторным произведением [a, b] векторов а и b 
называется  вектор n, длина и направление которого 
задаются условиями:

Векторное произведение векторов

3)



 



 



Если векторы а и b заданы координатами:
то вектор                             , где                                                                 
для вычисления которых можно использовать 
разложение по третьей строке определителя матрицы, 
составленной из координат векторов а и b и базиса       :
.



Зная координаты векторного произведения, можно 
получить формулу для вычисления площади 
параллелограмма, построенного на векторах а и b:

Если векторы                     и                      рассматривать 
лежащими на плоскости ОХY, т.е. можно считать что 
координаты 
              , то для площади параллелограмма получим 
формулу: S

▱
=                                ,

 соответственно площадь треугольника, построенного 
на векторах а и b можно вычислить по формуле 



 

Смешанное произведение векторов



 

Объём ориентированного параллелепипеда



 



Свойства смешанного произведения.
1) Смешанное произведение не меняется при круговой 
перестановке векторов:                           , т.к. при этом не 
меняется ориентация тройки, а значит не меняется 
объём .
2) Перестановка любых двух векторов меняет знак 
смешанного произведения:                                      ,
т.к. при такой перестановке меняется ориентация 
тройки.
3) Смешанное произведение линейно по каждому 
аргументу: например, по второму 
                       . 
С учётом предыдущих свойств легко получить 
линейность, например, по третьему аргументу:



4)                   ⇔ векторы  a,b,c компланарны – только в 
этом случае мы получим параллелепипед нулевого 
объёма. В частности,                    , если среди векторов  
есть два коллинеарных вектора.
5) С учётом свойства 1 имеем равенство                        , 
расписав которое
 
получим, что скобку векторного произведения можно 
сдвигать на одно место, т.е. смешанное произведение 
ассоциативно относительно операции векторного 
произведения.



Введём прямоугольную СК ОXYZ. Получим 
формулы, выражающие смешанное произведение 
векторов через их прямоугольные координаты. Пусть

 по определению                                .
Как известно                                         , тогда

 
т.е. смешанное произведение равно определителю 
матрицы, строками (или столбцами) которой являются 
координаты векторов a,b,c. Знак определителя 
определяет ориентацию тройки: "+" – правая, "–" – 
левая ориентация.
Равенство 0 определителя Δ является критерием того, 
что векторы a,b,c являются компланарными.



Резюме
Скалярное, векторное и смешанное произведения 
векторов, их свойства, представление в прямоугольных 
координатах представляют собой основной 
современный аппарат геометрических исследований.



Прямая на плоскости

Тема 8



ПЛАН
1. Линии первого порядка. 
2. Теорема о линиях первого порядка.
3. Различные уравнения прямой. 
4. Параллельность вектора и прямой нормали прямой. 
5. Расположение двух прямых и углы между ними.
6. Пучок прямых.
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1. Александров П.С. Лекции по аналитической 
геометрии. – М., 1968.

2. Макажанова Т.Х., Муканов А.А., Медеубаев Н.К. 
Практикум по аналитической геометрии. – Караганда, 
КарГУ, 2003.

3. Погорелов А.В. Геометрия. – М., 1984.
4. Макажанова Т.Х., Муканов А.А., Ульбрихт О.И. 

Аналитическая геометрия. Электронный учебник. (2,5 
Мб). –Караганда, 2011.



Напомним определение. Пусть на плоскости (или в 
пространстве) задана CK OXY (соответственно OXYZ). 

Будем говорить, что уравнение F(x, y) = 0 (F(x, y, z) = 0) 
является уравнением линии L (поверхности P), если этому 
уравнению удовлетворяют координаты любой точки линии 
L (поверхности P) и не удовлетворяют координаты 
никакой другой точки плоскости (пространства).

Линии первого порядка



Уравнение вида Ax+By+C=0 (Ax+By+Cz+D=0), называются 
уравнениями 1-го порядка, если                 (соответственно  
                     ), а линии (поверхности), которые они 
определяют, называются линиями (поверхностями) первого 
порядка.
Пусть на плоскости задана прямая d. Вектор a будем называть 
параллельным прямой d, если при приложении к какой-либо 
точке на d вектор a целиком будет лежать на d. 
Всякий ненулевой вектор, параллельный прямой d, 
будем называть направляющим вектором прямой. 
Очевидно, что у прямой имеется бесчисленное 
множество направляющих векторов, состоящее из всех 
ненулевых векторов, коллинеарных какому либо 
направляющему вектору прямой.



 



 

Теорема о линиях первого порядка



Наоборот, если имеется прямая d, проходящая через 
точку                  и имеющая направляющий вектор
            , то для любой точки                 вектор               , 
но                            , откуда получаем уравнение           
или                                         . С учётом того, что вектор  
             0, т.е.                0, полученное уравнение прямой 
d                                 будет уравнением первого порядка.
Замечание 1. Как было отмечено, за направляющий 
вектор прямой d, определяемой уравнением 
Ах+Ву+С=0 всегда можно взять вектор               или 
любой ненулевой вектор ему коллинеарный.



Замечание 2. Отметим характеристики прямой d в 
зависимости от значений коэффициентов А, В, С в её 
уравнении:

Уравнение                                называется общим 
уравнением прямой.



Рассмотрим различные уравнения прямой. 
Пусть прямая задана точкой                       и 
направляющим вектором                , для любой 
точки              на прямой                                        . 
Записав последнее условие через отношение координат, 
мы получим каноническое уравнение прямой

Если мы условие               запишем в виде                  , где t 
пробегает всё множество вещественных чисел         , то 
получим параметрическое уравнение прямой 

Различные уравнения прямой



 



 



Если прямая задана общим уравнением                        , то 
взяв за направляющий вектор                    , получим, что 
угловой коэффициент               .
Если задана точка                    на прямой и угловой 
коэффициент                 , где                – направляющий 
                              вектор прямой, то подставляя в 
каноническое уравнение эти данные, мы придём к 
уравнению                       учтём, что               , и получим 
уравнение прямой                                .



Если задана точка А на оси ОХ (В на оси OY), то 
величиной отрезка ОА (ОВ) будем называть длину 
отрезка ОА (ОВ), если А лежит на положительной 
полуоси ОХ (В на положительной полуоси OY), и длину 
ОА (ОВ) со знаком минус, если А лежит на 
отрицательной полуоси ОХ (В – на отрицательной 
полуоси OY).
Если в качестве точки на прямой возьмём точку В 
пересечения прямой с осью OY, 
т.е. B(,b) (где b – величина отрезка,
отсекаемого прямой на оси OY),
 получим так называемое 
уравнение прямой с угловым 
коэффициентом                     .



Пусть теперь                             – точки пересечения 
прямой с осями ОХ и ОY соответственно, подставляя 
координаты точек А и В в уравнение прямой, заданной 
двумя точками, получим уравнение

называемое уравнением прямой в отрезках (здесь а, b – 
величины отрезков, отсекаемых прямой на осях ОХ и 
OY). Пусть прямая d задана общим уравнением .



 

Параллельность вектора и прямой, 
нормали прямой



Действительно, вектор будет перпендикулярен прямой 
тогда, когда он перпендикулярен какому-либо 
направляющему вектору этой прямой. Возьмём 
направляющий вектор                      и рассмотрим  
                   

 откуда



Пусть прямая задана общим уравнением                        , 
вектор                   называется нормалью прямой. Прямая 
делит плоскость на две полуплоскости. Возьмём какую-
либо точку на прямой и приложим к ней вектор 
нормали                  . Та полуплоскость, в которой будет 
находиться конец вектора нормали, будет называться 
положительной полуплоскостью, оставшаяся 
полуплоскость – отрицательной. 



Предложение    3. Если               , то точка М лежит в 
положительной полуплоскости;                    – точка М 
лежит в отрицательной полуплоскости;                  – 
точка М лежит на прямой.

Для каждой точки                плоскости  введём число  
                                   . 



 

Расположение двух прямых и углы между ними





Следствие. Для двух параллельных прямых всегда 
можно довести их общие уравнения до вида, 
отличающегося только свободными членами  

Рассмотрим прямую d. Расстоянием            от точки М 
до прямой d называется длина перпендикуляра          , 
проведённого из точки М на прямую d. 
Предложение 5. Пусть прямая d задана уравнением   
                    , точка 





Резюме
Доказывается теорема о том, что линии первого 
порядка  - прямые и только они.

Рассматриваются различные уравнения прямой, 
исследуется поведение прямых в зависимости от 
коэффициентов общего уравнения Ах+Ву+С=0.

Рассматривается расположение двух прямых и углы 
между ними.



Прямая в пространстве

Тема 9



ПЛАН
1. Основные уравнения прямой в пространстве. 
2. Расстояние от точки до прямой.
3. Расположение двух прямых в пространстве. 
4. Расстояние между двумя прямыми в пространстве.
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КарГУ, 2003.

3. Погорелов А.В. Геометрия. – М., 1984.
4. Макажанова Т.Х., Муканов А.А., Ульбрихт О.И. 

Аналитическая геометрия. Электронный учебник. (2,5 
Мб). –Караганда, 2011.



Основные уравнения прямой в 
пространстве 



Расстояние от точки до прямой



Расположение двух прямых в 
пространстве







Расстояние между двумя прямыми в 
пространстве 





Резюме
Изучаются различные уравнения прямой в 
пространстве.

Получены формулы расстояния от точки до прямой, 
между двумя прямыми.

Расположение прямых в пространстве.



Плоскость в пространстве

Тема 10



ПЛАН
1. Теорема о поверхностях первого порядка. 
2. Уравнения плоскости при различных её заданиях.
3. Параллельность вектора и плоскости, нормали 

плоскости.
4. Взаимное расположение двух плоскостей и углы 

между ними.

ЛИТЕРАТУРА
1. Александров П.С. Лекции по аналитической 

геометрии. – М., 1968.
2. Макажанова Т.Х., Муканов А.А., Медеубаев Н.К. 

Практикум по аналитической геометрии. – Караганда, 
КарГУ, 2003.

3. Погорелов А.В. Геометрия. – М., 1984.
4. Макажанова Т.Х., Муканов А.А., Ульбрихт О.И. 

Аналитическая геометрия. Электронный учебник. (2,5 
Мб). –Караганда, 2011.



 

Теорема о поверхностях первого 
порядка



Теорема 1. Поверхности первого порядка – плоскости и 
только они.

Плоскость в пространстве можно задавать различными 
способами:

1) точкой плоскости и двумя неколлинеарными векторами, 
компланарными плоскости;

2) тремя точками плоскости, не лежащими на одной прямой;

3) точкой плоскости и ненулевым вектором, 
перпендикулярным плоскости



Уравнения плоскости при 
различных её заданиях









Параллельность вектора и 
плоскости, нормали плоскости



 



 



 



 



Условием перпендикулярности плоскостей будет 
равенство

Каждая плоскость делит пространство на два 
полупространства: положительное – то, куда направлен 
вектор нормали плоскости п, и отрицательное – 
оставшееся полупространство (⇔ то, куда направлен 
вектор (–п)).



 



 



 



Резюме
Доказывается теорема о том, что поверхности первого 
порядка – плоскости и только они.

Рассмотрены различные способы задания плоскостей и 
получающиеся при этом уравнения плоскостей.

Исследуя общие уравнения плоскостей, делается вывод 
о расположении плоскостей и углах между ними.



Смешанные задачи на прямую и 
плоскость в пространстве

Тема 11



ПЛАН
1. Углы между прямой и плоскостью. 
2. Расположение прямой и плоскости в 

пространстве. 

ЛИТЕРАТУРА
1. Александров П.С. Лекции по аналитической 

геометрии. – М., 1968.
2. Макажанова Т.Х., Муканов А.А., Медеубаев Н.К. 

Практикум по аналитической геометрии. – 
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3. Погорелов А.В. Геометрия. – М., 1984.
4. Макажанова Т.Х., Муканов А.А., Ульбрихт О.И. 

Аналитическая геометрия. Электронный учебник. 
(2,5 Мб). –Караганда, 2011.



Углом между прямой d и плоскостью π называется угол 
между прямой и её прямоугольной проекцией d1  на 
плоскость. По определению имеем два смежных угла.

Углы между прямой и плоскостью



 



Доказательство.
 

 
 



Расположение прямой и плоскости 
в пространстве





Резюме
Получены формулы, позволяющие судить о 
расположении прямой и плоскости, вычислять углы 
между прямой и плоскостью.



Кривые второго порядка, 
заданные канонически

Тема 12



ПЛАН
1. Каноническое уравнение эллипса и его свойства. 
2. Каноническое уравнение гиперболы и её 

свойства. 
3. Каноническое уравнение параболы и её свойства.
4. Касательные к эллипсу, гиперболе, параболе.

ЛИТЕРАТУРА
1. Александров П.С. Лекции по аналитической 
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(2,5 Мб). –Караганда, 2011.



Каноническое уравнение эллипса 
и его свойства













Каноническое уравнение гиперболы и её свойства













Каноническое уравнение параболы и её свойства













Резюме
Построены канонические системы координат и 
получены канонические уравнения эллипса, гиперболы 
и параболы.

Изучены основные свойства, рассмотрены для 
канонического случая уравнения касательных.


