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САБАҚ ЖОСПАРЫ

❖Сыртқы күштердің жұмысы

❖Орын ауыстыру мен жұмыстың байланысы туралы теорема

❖Мор формуласының көмегімен орын ауыстыруларды 

анықтауға мысалдар

❖Мор формуласындағы интегралдарды есептеу үшін 

Верещагиннің графоаналитикалық тəсілі 



• Материалдар кедергісі пəнінде арқалықтың 
деформациясын, иілген осьтің жуықталған 
дифференциалды теңдеуін интегралдау тəсілі 
арқылы анықтаған болатынбыз. Бірақ бұл 
тəсілді тұтас инженерлік құрылымның орын 
ауыстыруларын анықтауға жарамсыз, немесе 
күрделі болады. Сондықтан құрылымның 
деформацияларын анықтауға ыңғайлы, серпімді 
деформацияланған жүйенің потенциалды 
энергиясының жəне сыртқы күштер 
жұмысының өзгеру заңдылықтарына 
негізделген энергетикалық тəсіл қолданылады.



Деформацияланған дене белгілі бір шамадағы 
жұмыс атқара алатыны белгілі, яғни ол дене 
деформациялану кезінде потенциалдық энергия 
жинақтайды.

• Демек, дененің деформациялану кезінде 
жинақтаған потенциалды энергиясы, сол 
денені  деформациялауға кеткен толық 
энергияның қайтатын бөлігі болып 
табылады. Сондықтан бұл энергия дененің 
қайтатын (əсер етуші күшті алып 
тастағанда жойылып кететін) 
деформациясымен, яғни серпімді 
деформациясымен байланыста болады.



Статикалық жолмен түсірілген сыртқы 
күштер əсерінен, серпімді деформацияланған 
денелердің деформациялануға кеткен толық 
энергиясын, сол дененің жинаған потенциалды 
энергиясына тең деп есептеуге болады, себебі 
энергияның жылуға, ішкі үйкеліске жəне басқа 
факторлар арқылы қоршаған ортаға тарап кетуі 
өте аз болады. Дененің деформациялануына 
кететін толық энергия сыртқы күштердің 
жасаған жұмысына тең болатыны белгілі. Бұл 
тұжырым энергияның сақталу заңы деп 
аталады.



• Сондықтан серпімді деформацияланған 
денелердің жинақтаған потенциалды 
энергиясы U, сан жағынан, сыртқы 
күштердің денені деформациялау кезінде 
жасаған жұмысына А тең болады:                         
U= A.

• Потенциалдық энергия мен жасаған 
жұмысты тұжырымдау нақты болу үшін 
жалпылама күш жəне жалпылама 
деформация ұғымдарын енгіземіз.                                     



Жалпылама күш жəне жалпылама 
деформация

Жалпылама күш Fi деп денені деформациялай-
тын кез келген сыртқы күштер жиынтығын, ал 
жалпылама деформация деп сол күштің жасаған 
жұмысын анықтау үшін, жалпылама күшті 
көбейту керек болатын жəне жалпылама күшке 
сəйкес келетін орын ауыстыруды δi айтады. 



Мысалы, F
3 

күшіне сəйкес 
келетін жалпылама 
деформация (орын 
ауыстыру) δ

3 
К нүктесінің 

ΔК орын ауыстыруының 
осы күштің бағытына 
түсірілген проекциясы 
болып табылады. Жұп 
күштердің (момент) 
жалпылама деформациясы 
болып сол жазықтықта 
орын алатын бұрыштық 
орын ауыстыру (бұрыштық 
деформация) болып 
табылады.



Қадалған күштерге 
сəйкес келетін 
жалпылама деформа-
циялар сол күштердің  
түсірілген нүктесінің 
иілу мөлшері (майы-
сымы) болса, қадалған 
июші моменттің жал-
пылама деформация-
сы сол қиманың 
бұрылу бұрышына 
сəйкес келеді. 



Кез келген серпімді (сызықты немесе 
сызықсыз деформацияланатын) материал 
үшін оның деформациясының потенциалдық 
энергиясы денені жүктеу үрдісіне тəуелді 
болмайды, соның ішінде күштердің түсірілу 
ретіне де  тəуелді емес. Бұл энергияның 
шамасы тек денеге əсер етуші жалпылама 
күштер мен оған сəйкес келетін жалпылама 
деформациялардың мəндеріне байланысты 
болады деген сөз.



•  





•  



• Денеге əсер ететін n күштердің жұмысы əрбір 
жекелеген күштің өзіне сəйкес деформацияда 
жасаған жұмыстарының қосындысына тең 
болады. Ол, алдында айтқандай, потенциалдық 
энергияға тең. Сонымен, Сызықты серпімді 
деформацияланатын дененің статикалық 
жүктелуі кезіндегі потенциалдық энергиясы 
жалпылама күштер мен оған сəйкес келетін 
жалпылама деформациялардың 
көбейтіндісінің жартысына тең.



•  



•  



•  



Кастильяно теоремасы
•  



• Кастильяно теоремасын қолдану, жүйенің 
деформациясының потенциалдық 
энергиясын пайдаланып, жүйенің кез 
келген нүктесінің (қимасының) кез келген 
бағыттағы орын ауыстыру деформациясын 
анықтауға мүмкіндік береді. 



Орын ауыстыру мен жұмыстың 
байланысы туралы теорема

•  



•  



•  



Жұмыстың өзаралығы туралы 
теорема (Бетти теоремасы)

• Бірінші жалпылама күштер жүйесінің, сол 
жүйедегі күштердің түсірілген нүктелерінің 
екінші жалпылама күштер жүйесінің 
əсерінен орын ауыстыруларындағы жасаған 
жұмысы, екінші жүйедегі күштердің сол 
күштер түсірілген нүктелердің, бірінші 
жүйедегі күштер əсерінен болған орын 
ауыстыруларында жасаған жұмысына тең.



Орын ауыстырулардың 
өзаралығы туралы теорема 

(Максвел теоремасы немесе принципі)
•  



Құрылыс механикасында орын 
ауыстыруды белгілеу

Құрылыс механикасында орын ауыстыруларды 
күш əсеріне байланысты былайша белгілеу 
қабылданған: Δkp- негізінен сыртқы күштердің 
əсерінен туындайтын орын ауыстыруларды 
белгілейді.Оны былайша түсіну қажет: p күшінің 
əсерінен k күшінің бағытында туындаған орын 
ауыстыру, яғни бірінші индекс орын ауыстырудың 
бағытын, ал екіншісі осыны туындататын күш 
əсерін көрсетеді; δmn – m күшінің бағытында n 
бірлік күші əсерінен туындаған орын ауыстыру. 
Егерде төменгі индекстері бірдей болса, мысалы 
Δkk немесе δmm, сəйкес күштердің əсерінен, сол 
күштердің бағытында туындайтын орын 
ауыстырулар.



Мор интегралы
�  



 

Құрылымның бірлік күш 
əсерінен туындаған 
жағдайын бірлік күй, 
бірлік жағдай немесе 
жалған күй деп 
аталады. Мұнан 
ерекше, берілген 
жүктеме əсерінен 
туындайтын жағдайды 
нақты немесе жүктеме 
күй (жүктеме жағдай) 
деп атайды.



Максвелл Д.К. (1831-1879) ағылшын ғалымы, физик 
жəне механик;      Мор Х.О. (1835-1918) неміс ғалымы, 

механик.

• Түрлендірулерден кейін (Кастильяно 
теоремасын U-дың өрнегіне пайдаланып 
жəне жұмыстың өзаралығы туралы теорема 
бойынша), орын ауыстыруды анықтайтын 
жалпылама формула аламыз. Бұл формула 
Максвелл-Мор формуласы деп, ал оған 
кіретін интегралдар Мор интегралдары 
деп аталады. 



Максвелл-Мор формуласы

•  



Қайталау
•  



Орын ауыстыру анықталған формулалар 
бойынша келесі тəртіппен анықталады:

•  



Орын ауыстыруды анықтау 
техникасы

• Конструкциялық құрылымдарда 
туындайтын орын ауыстыруды  Мор 
интегралының көмегімен анықтаған кезде 
интеграл астындағы функциялардың 
аналитикалық өрнектерін тұрғызу қажет.



Верещагин ережесі
O Егер сыртқы күш əсерлерінің июші моментінің 
аналитикалық теңдеуі күрделі болса жəне 
аралықтардың қатаңдығы айнымалы шама 
болса, онда интегралды есептеу қиынға 
соғады. Сондықтан егер ішкі күш 
факторларының біреуінің аналитикалық 
теңдеуі түзу сызықты болса жəне алынған 
аралық шегінде элементтердің өсі түзу жəне 
қатаңдығы тұрақты болып келсе, Мор 
интегралын есептеудің арнаулы тəсілін 
қолданып, оңайлатуға болады.



O Бұл шарт элементтері түзу сызықты 
болып келетін арқалықтарға, 
рамаларға жəне көптіректі ішкі 
топсасы бар арқалықтарға əрқашан 
жарамды, өйткені шамасы бірге тең 
жалпылама күштердің (момент пен 
қадалған күш) эпюрлері əрқашан түзу 
сызықты болатыны белгілі.



O  





 

•  



Бұл тəсілде, негізінен арқалық пен 
жақтаулардың аралықтарындағы қисық 
сызықпен шектелген июші момент эпюрлерінің 
ауданы алынып, сызықтық июші момент 
эпюрлерінің ординатасына көбейтеді, ал егер 
аралықтарда екі эпюр де сызықты болса, 
қайсысының ауданын, қайсысының 
ординатасын алса да бəрібір. Егер аудан мен 
ордината алынатын аралықтағы эпюрлер 
білеу осінің бір жағында болса, көбейтінді оң 
таңбалы, əр жағында болса, - теріс





Аралықтағы эпюра күрделі пішінді болса, ол қарапайым пішіндерге 
жіктеліп, əр пішін үшін Верещагин тəсілі жеке қолданылады да, 
нəтижелері қосылады.

• Трапеция пішінді екі эпюра көбейтілген 
жағдайда, олардың бірінің ауырлық 
центрін анықтаудың қажеті жоқ. Осы 
эпюрлердің бірін екі үшбұрышқа бөліп, 
олардың аудандарын екінші эпюрден 
алынған, үшбұрыштардың ауырлық 
центрлеріне сəйкес келетін, 
ординаталарға көбейтсе болғаны. b-
суретте келтірілген жағдай үшін: 



Трапеция ережесі

•  



•  



•  



Симпсон ережесі



•  



Симпсон формуласы

•  



• Верещагин тəсілін қолданып есептер 
шығарғанда əртүрлі пішінді эпюрлердің 
аудандарын есептеп жəне олардың ауырлық 
центрлерін анықтауға тура келеді. 
Сондықтан келесі кестеде жиі кездесетін 
қарапайым геометриялық пішіндердің 
аудандары мен ауырлық центрлерінің 
мəндерін анықтайтын өрнектер келтірілген.





Глоссарий
Қазақша Орысша Ағылшынша

Сыртқы күштердің 
жұмысы

Работа внешних сил

Орын ауыстыру Перемещение

Энергияның сақталу 
заңы

Закон сохранения 
энергии

Жалпылама күш Обобщенная сила

Жалпылама деформация
Жұмыстың өзаралығы Взаимность работ

Орын ауыстырулардың 
өзаралығы

Взаимность 
перемещений

Бірлік күй (жалған күй) Единичное 
(вспомогательное) 
состояние

Жүктеме күй (жүктеме 
жағдай)

Грузовое 
(действительное) 
состояние


