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1. Funktsiooni tuletiseks kohal x nimetatakse funktsiooni.. ... =77 ... ... ja argu-
mendi muudu . .. ... Jagatlse ..... piirvaartust, kui argumendi muut laheneb nullile.
f( ) f(x+Ax) f(x) ' ﬂ
. Ax—>0 Ax y B Ax—0 Ax

_ 2. Funktsiooni tuletise leidmist nimetatakse . . funktS|oon| dlferentse .r! mlseks .....

Kui funktsioonil on olemas tuletis kohal x, siis nimetatakse funktsiooni diferentseeru-
vaks sellel kohal.



_3. Taida tabel.

c= 0 (a*)= a*Ina (smxy= COSX
1 .
X = 1 (lnx)’: — (cosx)’=_ S1n X
Dt 1 -l 1
(;) - 2 (loga x) =5 1n 4 (tanx) = cos? x
’ 1 nY n—1 x Y X
(B)= o ()= ()=e

4. Liitfunktsiooni tuletis vordub vilimise funktsiooni tuletise ja sisemise funktsiooni

F(x)=f'(w) g'(x). kus u=g(x)

tuletise

Funktsioonide summa, vahe, korrutise ja jagatise tuletis




Tuletise leidmise poordoperatsiooniks on algfunktsiooni
leidmine.

funktsioon > tuletis
f(x)=5x"—2x+3 F'(x)=10x-2
funktsioon <= tuletis

f(x)="? f(x)=3x



1. Funktsiooni y = F'(x) nimetatakse funktsiooni y = f(x) algfunkt3|oon|ks

Piirkonnas X; kui selles piirkonnas F'(x) = f(x).

2. Funktsiooni 5
a) y =digfunktsiooniks on naiteks ............ x—3 .....
b) ¥ =slgfunktsiooniks on naiteks ........... ~cosx 10
c) Y :algfunktsiooniks on naiteks ........... Inx+4.

3.Funktsiooni algfunktsiooni leidmist nimetatakse integreerimiseks ja see on
tuletise leidmise ........ paoordtehe.............



On ilmne, et funktsiooni y = f(x) koik algf:unktsioonid erinevad iiksteisest mingi‘
konstandi C, vdrra. Naiteks kui funktsioonid R(x) ja T(x) on funktsiooni y = f(x)
algfunktsioonid, st R’(x) = f(x) ja T”(x) = f(x), siis R(x) = T(x) = C,.

Leidke funktsiooni f(x) = 2x +1 kdikide algfunktsioonide iildavaldis ja skitsee-
rige viie algfunktsiooni graafikud. Leidke mingi kahe algfunktsiooni erinevus.

,f Teades, et (xz) = 2x ja x” = 1, voime kirjutada, et (x2 + x) = (xz) +x"=2x+1.

——te

Siit ndeme, et funktsiooni f(x) = 2x +1 iiheks algfunktsiooniks on F(x) = x* + x.

Kaikide algfunktsioonide {ildavaldiseks on seega avaldis F(x)+C = x* +x + C.

Andes konstandile C mingid suvalised viis vddrtust, nditeks -3; —1; 0; 1,5
ja 2, saame algfunktsioonid F (x)=x* +x+(-3)=x* +x-3, K(x)=x>+x-1,
Ps-}(x) =x% +x, Elo)— x> +x+1,5 ning F(x) = x* + x+2.

= Algfunktsioonide F,(x) ja F;(x) erinevus ehk konstant
o

@ =F2(x)—P3(x)=x2,+x—1—(:c2+x)=x2+x—l—x2—x:—1.

Nende algfunktsioonide graafikud on piki y-telge mingite konstantide C, vorra
nihutatud paraboolid (vt jn 67).
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_ 4. Kui funktsioonil y = f (x) on olemas algfunktsioon y = F(x), siis on sellel lopmata palju
algfunktsioone y = G(x). mis koik avalduvad kujul . GCx)=Fx)+C .. ... .. ... .
kuscon ... Konstant ja mida nimetatakse funktsiooni y = f(x)

madramata integraaliks ning tahistatakse stimboliga jf (X )dx :F ()C)-I— C

_[f(x)dx = F(x)+C, kus F'(x) = f(x)

) Integreerimismuutuja . .70 . . ... ...
Integraalimark .. ..« oo o F e o

Integraalialune avaldis . . f (x )dx ...... Suvaline konstant . . €.

Integreerimine on algfunktsioonide tldavaldise ehk
maaramata integraali leidmine.



INTEGREERIMISE POHIVALEMID

_1. Taida tabel.

Joax= C = f(anmse == cOSK0
:dx: x+C J%=2ﬁ+c Icosxdx:...S{.n..X ......
Corm e dx

T v Jerax=. " +C e T
JLax=m|. .x. |+C jaxdx=---lc-lnz---+c Icoi’éx=tanx+c




INTEGRAALIDE OMADUSED

Taida lﬁnﬁad.

Omadus 1.

Summa (vahe) integraal vordub liidetavate integraalide . . Summ aga ..........

[[r(029(x)] = [ f(x)dx£] g(x)dx

Omadus 2.
Konstantse teguri voib tuua integraali margi alt integraali . . marg| Qtte .......

[ef(x)dx = c[ f(x)dx r



MONED INTEGREERIMISVOTTED

i KuiJ'f(x)dx= F(x)+C, siisjf(ax+b)dx=lF(ax+b)+C.

05+1 l.(5+3x)1’5

2

(5+3x) +C

a) [+5+3xdx = [(5+3x )% dx = é 5+ 035)1 +C = 31,5+C§
b) | [ sin(5+2x)dx = 5 (— cos(5 + 2x)>+ = T%CQS.(22€ R C
c) [e2+8* =, é .e'2'+"6x' + . C 5 &
JJ;(( )> dii= ln‘f(x)‘+c kui f(x)#0
)J-2xdx (4+x ‘4+x2‘ s C
B e =l e
x2dx 3x? 1 <1+x3) 1 1+ x3
b)j1+x e gdx=3] 7 dx=gln. R l ..... +..C..
c) Jde _[<x 3)+3dx:J§—:L)’dx+_[ gdx=x+3In..... ‘x 3|



3. [[1] - (ax=

[re]™ < >]““

+C, kuin # -1

i
a) I(sinx-cosx)dx:fsinx-(sinx)’dx: sz X4+C

...... 5

J(cos x 51nx>dx Jcos x-(-cosx)dx=-22 %X,
y PP 6
In® x 1 fin- x | g | 1 1 In” x C =
J dx = J dx = [In® x-—dx =7 [In® x-(Inx)" dx R ARRERE +. L=
In® x
= +C




_4. Integreerimine muutujavahetusega f f(2)de= _[ ¥ [g(t)] -g’(t)dt, kui x = g(t).

a) jsin(9x+5)dx
t=9x+5
dt = (9x +5)" dx = 9dx

_dt
="

fsin(9x+5)dx: J-sint-édt :éjsintdt =—-=cost+C = —écos (9x+5)+c .......

b) [(11x-2)"dx
t=11%—-2
dt=(11x-2) dx =11dx

_dt
i

-----



KOVERTRAPETSI PINDALA

Taida lﬁngad.

_1. Taisnurkse trapetsi pikema haara asendamisel mingi koverjoonega tekib kujund. mida ni-

metatakse kovertrapetsiks. Seega on kovertrapets kujund, mis on piiratud . . X .-teljega,

vertikaalsete sirgetega . . . . X=@ . .ja.. X=b . . ning funktsiooniy= f (x) graafikuga.
yA
y=Sx
— x=i
X
a b -
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N R A S )

- e S e SR s B
%Vaatamenu id veidi keerukamat kujundit, mida piiravad sirge y= f(x)=2x+1,
xtelg, sirge x=1 ja mingi y-teljega paralleclne sirge, mis Ioikab x-telge kohal x
~ (vtjn 73). Ndeme, et tekkinud kujund on tiisnurkne trapets vertikaalsete alustega a ja

A x=1 Jflx)= 2% +1
Ak

o1
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Leiame selle trapetsi pindala S = S(x) = % - h.

Kuna a= f(x)=2x+1, b= f(1)=2:1+1=3 ja h=x -1, siis

2(x+ 2
i ke (‘; )‘(x_l)
=x242x—-x-2=x*+x-2.

(x+2)x-1)=

S(x)

Votame saadud pindalafunktsioonist S = S(x) tuletise: S’ = (x2 + X = 2)’ —2x+1. 0
Kui kdvertrapetsi kdverhaar on maaratud vorrandiga y=f(x) ja selle kdvertrapetsi
pindala on S(x), siis ,
5°(x) = f(x)
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2. Kui kovertrapetsi kover haar on maaratud vorrandiga y = [ (x) ja selle kovertrapetsi pind-

ala on S(x), siis S'(x) = f(x).
b
Kovertrapetsi pindala avaldub S(x) = | f(x)dx = F(b) - F(a). kus F(x) on funktsiooni

b a
[(x) algfunktsioon. Avaldist _[ J(x)dx nimetatakse funktsiooni f(x) .................

s mm [l . a L]
...maaratud integraaliks = rajades . .. a@st b-ni_ .
Arvu a nimetatakse . .Ulemiseks rajaks jaarvub . . alumiseks rajaks
Valemit

J () = F(B)~ F(a) kus F*(x) = ()

nimetatakse Newton-Leibnizi valemiks. Antud valem kehtib mis tahes loigul [a: b] pideva

funktsiooni korral. b .
Arvutamisel Kirjutatakse valem sageli kujul J S(x)dx = F(x)‘ :
a

a



b
3. Madratud integraali I [f(x)dx arvutamiseks

a L]
_ _ , algfunktsioon
a) leitakse integreeritava funktsiooni . . ... .5 . ... ... ... ....... :
b) leitakse algfunktsiooni vaartused . . . . . U'?.m'.s.e B . — .a'.U,m'.S.e ..... raja kohal;
c) lahutatakse alglunktsiooni vaartusest . . . JUlemise raja kohal algfunktsiooni

VAATEHS es ws alumise raja kohal.



_4. Leia T(S— x2>dx.
|

3
a) Integreeritava funktsiooni algfunktsioon on 8x — %
b) Rakendades Newton-Leibnizi valemit, saame ; 7
J%(8— x2>dx= 8x—3‘-i . 2 8-2—23 bl 8-(-1)---(_--1)--- B 131_(—7—j 21
5 3 I 3 g 3 ... -3 ........

Geomeetriliselt annab saadud tulemus vastava kovertrapetsi pindalaks 21 tih2.



5. Leia maaratud integraalid.

] 3 X
a)f<—8x2—2x+5>dx[—3-x—2- """" +5 5 w5 4
-2

3 2

.......

4
b)jx‘/;_ldx
1

Jx®

Koigepealt lihtsustame integreeritava avald
1

; TSRS
=1y T 1= Yaxs|xe2 SV [ I SIS R
(4+1)-(1+2)=5-3=2
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e

= 7 _ 2T =2
9% 49 2% 9
zx
22)(_4 2 x_2 2x 2:
__f12X+2dx_:[l....( ...... ).....dx.(.an ..... )1‘ ......................
2 -1 _
2 (2 )t e L, T, T-4m2
b s s s ¢ Ny 2 sus s a2z a5z » 2 s s 53 sl 2 s o5
3 cos? x
d) jl—sinxdx

cos’x _1-sin’x _ .(I.T.Si.n.)?).(l."T S.i_n_x). L. (1+sinx

l-sinx 1-sinx (l_sinx) ...............
%—COSQX ¢ i X —COS X s|_m_1_ T 3 :ﬂ_1+‘/§
fl_smde=f(,_,lfsch,_)dxz ....... A g 9 B B e 5B Bl 1B

ola



I
e) j (2x -1)*dx
0

Kasutame integreerimiseks muutuja vahetust t = 2x — 1, siis dt =\&*7 2).CA T 243 = &

(2x—1)5\1_2-1—1 0-1_1 11
J.(Zx 1) dx = J.t """ ...1.0..}0.7..10 ..... 10 - 10 10 5 ..............

5 —

[(2x-1) 1) dx=— t4dt——+C
10



MAARATUD INTEGRAALI OMADUSED

Taida h"m%ad.

Omadus 1.
Summa (vahe) integraal vordub liidetavate integraalide . . . Summa .g.a .................
b b b
[0+ g(x)]dx = [ f(x)ax = [ g(x)dx
a a a
4 4 4
[i(Euaeh oo = || B [Ains o o s i 0 mcn cin e s e i s s o i e
-3 -3 -3
Omadus 2.
Konstantse teguri voib tuua integraali margi alt integraali . . . ... margiette
b b
[e f(x)dx = cf f(x)dx
a a
2 2
(B =l & s o pyumwoan sws pyaes 258 o1m 1us
1 1



1 1

Omadus 3.

Kui vahetada integraali rajad, siis muutub . mteg raall mark vastupldlseks .....

Tﬂ@w:iﬂ@w

b c b
Omadus 4. Kui funktsioon f(x) on pidev 16igul [a: b|. siis _[ S(x)dx = f S(x)dx + J S(x)dx
a a c

Yy
1
1
1

Omadus 5. Kui funktsioon f(x) on paarisfunktsioon, siis

jf(x)dx = Z'Zf(x)dx.

Omadus 6. Kui funktsioon f(x)on paaritu funktsioon. siis

T f(x)dx =0.

| I | I ‘ I
s 2 3 12

) |
pn b b L Yo e o e o
T T T T T T T T T I
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<

_ 2. Kovertrapets on piiratud parabooliga

= %% ~3%-10, sirgetega x = —-1ja x = 4 ning
x-teljega. Viiruta joonisel tekkinud kovertrapets
ja leia selle pindala.

R )

NNy

Kuna trapets asub allpool x-telge, siis saime kovertrapetsi pindala vastandarvu.

Vastus. Kovertrapetsi pindala on 50% th2.




POORDKEHA RUUMALA ARVUTAMINE

Taida lﬁnﬁad.

1. Kui poordkeha piiravad tasandid . . X=@ | ja..XTO. . .
(a < b) ning pind. mis tekib 16igus [a;b] integreeruva funkt-

siooni f ( x) graaliku poorlemisel imber x-telje, siis avaldub

ruumala valemiga

V= an2(x)dx

2
_2. Kuna poordkeha x-teljega risti oleva loike pindala on S(x)=. " . .. =n f?(x), siis saab

b
poordkeha ruumala esitada valemiga V= |. Q\A) . dx, kus S(x)on eha . . 1istloike . .
dkeh al da val v S(X). . dx. kus S keha . . ristlGike
a

pindala. Seda valemit saab kasutada ka ptiramiidide ja prismade . . ruum alade .......

leidmiseks.



. Leia poordkeha (ttivikoonuse) ruumala, mis tekib, kui x-telje
umber poorleb kujund, mida piiravad jooned vorranditega

y =-05x +4, x—0x=6 ...... y=0
52
V= n_[fz(x)d.x n{)( 05x+4)dx nj(__4x+l6)dx=
E 2
=1|:( 5—4—+16X)‘

6’ ) 0’ )
o 1—2—2~6 +16:6——+2-0°-16-0 | = 421 1ih*



_ 4. Leia poordkeha ruumala, mis tekib, kui x-telje timber poodrleb kujund, mida piiravad an-
tud vorranditega jooned. Illustreeri lahendust joonisega.

a) y= x¥Lx=1 %x=4193=0
b - s x4 ) 3 ,
V=rf f2(ax=n[( .. X+l . Yax=n[(x’ .—|—.2x.-l—.1.>dx:n(.?..+.x..-|-.x)ﬁ -
a 1 i

43 5 1° 5 1
=..7T ?"‘ 4° +4 f[?.".‘.l. .".'.IJ. = .. 39 . © ruumalatithikut.

i "




b)

.3
)
5 = 25,67 (i
x52:4n%—o
24x4dx=47r°?0
2
2 : dx=7t0
(2x*)
V=ﬂ£




l—cos2x
2

¢) NB!sin”x =

V:ﬂ_([sin2 xdx :ﬂll_cgszxdxzgj(l—cosbc)dxz

0
- x—lsian 1 :
2 2

7T 7T

=—|m——sm27—-0+—smn0 (=— 71 =0,57T2(ﬁ3)
y) y) 2 2

0




Integraali seos fliusikaga

Kui keha liigub mooda sirget kohast a kohani b muutuva jou
P mojul, mis mojub piki sirget ja soltub labitud tee pikkusest
S, st P=f(s), kui a <b, siis avaldub tehtud too

A zlimnz_if(si)-As = _b[f(s)ds

n—o =0 a



Naide. Venimata olekus vedru on 20 cm pikk. JOud suurusega
100 N suudab hoida selle vedru 5 cm pikemana. Kui palju tood
minimaalselt on vaja teha, et venitada vedru pikkuselt 25 cm
pikkuseni 35 cm?

Hooke'i seaduse pdhjal venitusjoud P on vedru tasakaaluasendis
vordeline vedru algpikkuse muuduga Ax=s st P=ks.

Et 100 N suurune joud hoiab vedru 5 cm = 0,05 m pikemana
100=k-0,05, st k=2000 ja P=2000s. Meid huvitab to0 parast
seda, kui vedru on juba venitatud 0,05 m vorra ja seda jatkatakse
Kuni vedru on pikenenud 15 cm = 0,15 m vorra.
0,15 2
A= {20005 ds = 2000s |

0,05

15 ~1000(0,15% — 0,05 )=20(/)

O. Prinits Matemaatika 11. klassile, Valgus 1988



Harjutusulesanne 5, k. 77.

5. Rasmus valmistas oma kassile Kikule kaarhalli kujulise majakese, mille eestvaade on
paraboolikujuline. Kaarhalli maksimaalne korgus on 40 cm ja 134 oxandal 0,8 m. Kui
suur on kaarhalli otsa pindala?

y=ax’+0,4

0,16a+0,4=0

0,16a =—-0,4

a=-2,5

y=-25x"+0,4 \
O..4

§=2-[(-2,5% +0,4)dx
[ 2,5 2,504
=2 =225 4 04x =2 =220 40,404 |- 0~ 0,2(m?)

Vastus. Kaarhalli otsa pindala on ligikaudu 0,2 m?2.



