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ЛЕКЦІЯ 5
Методи розрахунку 

параметрів при 
обслуговуванні по системі з 

втратами і очікуванням
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План
1. Способи включення обслуговуючих приладів 

і каналів в комутаційних центрах.
2. Розрахунок параметрів повнодоступної 

системи з втратами при надходженні 
найпростішого потоку викликів.

3. Розрахунок параметрів повнодоступної 
системи з втратами при надходженні 
примітивного потоку викликів.

4. Розрахунок параметрів повнодоступної 
системи з очікуванням.

5. Розрахунок параметрів неповнодоступної 
системи.
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1. Способи включення обслуговуючих 
приладів і каналів в комутаційних центрах
Одним з факторів який істотно впливає на характер і показники 

функціонування ТКМ, є спосіб включення каналів і приладів в КЦ.
У загальному випадку можна виділити два способи включення:

-повнодоступне;
-непонодоступне.

Повнодоступне включение
При повнодоступному включенні 
обслуговуючих приладів (ОП) кожен з 
них може бути надано будь-якому 
джерелу інформації. На малюнку 
показано повнодоступне включення V 
обслуговуючих приладів, кожен з яких 
може бути підключений для 
обслуговування будь-якого з S 
джерел інформації. Відмова в 
обслуговуванні заявки настає в разі 
зайнятості всіх V приладів.
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Неповнодоступне включення

У разі неповнодоступного включення ОП вони 
поділяються на ізольовані групи. 

На групи, які називають навантажувальними 
групами (НГ), поділяються також джерела 
інформації.

Розрізняють декілька способів 
неповнодоступного включення обслуговуючих 
приладів:

•ідеальне неповнодоступне включення,
•ступінчасте,
•рівномірне.
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Ідеальне неповнодоступне включення
При ідеальному неповнодоступному включенні число груп 

обслуговуючих приладів дорівнює числу навантажувальних груп, 
причому, кожна група ОП закріплюється за однією навантажувальної 
групою.
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Обслуговування будь-якого джерела 
інформації певної навантажувальної групи може 
здійснюватися тільки приладами, закріпленими за 
цією групою. 

Відмовлення в обслуговуванні заявки при 
даному способі об’єднання ОП настає у випадку 
одночасної зайнятості всіх обслуговуючих 
приладів, закріплених за навантажувальною 
групою. В інших групах ОП у цей час може бути 
будь-яке число вільних приладів.
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Ступінчасте включення
При ступінчастому включенні поряд з групами ОП, закріпленими за 

однією навантажувальною групою, створюються групи ОП, закріплені 
за двома, трьома і т.д. навантажувальними групами. У цьому випадку 
відмова в обслуговуванні заявки, що надійшла, настає при одночасній 
зайнятості всіх приладів всіх груп, які обслуговують дану 
навантажувальну групу.
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Для кількісної оцінки впливу способу включення 
обслуговуючих приладів (каналів) на показники 
комутаційних центрів і ТКМ в цілому використовується 
спеціальний параметр, який отримав назву доступність. 
Під доступністю d  розуміється число обслуговуючих 
приладів (каналів) доступних для будь-якого джерела 
однієї навантажувальної групи (групи джерел інформації).

При повнодоступному включенні V обслуговуючих 
приладів (каналів) має місце рівність V = d. У разі 
розбиття джерел інформації на g навантажувальних груп 
при ідеальному неповнодоступному включенні загальне 
число приладів                    і       di = Vi  

а при ступінчастому - знайдеться хоча б одна (j - тая) 
навантажувальна группа, для якої
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Різні умови обслуговування заявок в розглянутих типах групування 
ОП обумовлюють різну величину виконаного навантаження рівним 
числом приладів при однаковій фіксованій імовірності втрат. На 
малюнку показана залежність Y = f (V, p = const).

Крива 1 відповідає повнодоступному включенню, крива 3 - 
ідеальному неповнодоступному включенню, і крива 2 - 
неповнодоступному ступенчастому включенню обслуговуючих 
приладів.
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Вибір методу розрахунку систем визначається цілою 
низкою чинників і умов:

-прийнятим способом обслуговування заявок;
-видом включення обслуговуючих приладів (каналів);
-типом потоку заявок, що визначаються, наприклад, 
складом групи джерел інформації;

-переліком вихідних даних.
В даний час широке застосування в практиці 

вирішення прикладних завдань знайшли наступні два 
методи:

1.Метод розрахунку параметрів повнодоступних систем з 
втратами при надходженні найпростішого потоку заявок.

2.Метод розрахунку параметрів повнодоступних систем з 
втратами при надходженні примітивного потоку заявок.

2. Розрахунок параметрів повнодоступної системи з 
втратами при надходженні найпростішого потоку 

заявок
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Розглянемо перший метод.

Задача зводиться до встановлення однозначної відповідності між 
параметрами системи: Z – величиною навантаження, що надходить 
(чи виконаного навантаження – Y); V – кількістю обслуговуючих 
приладів (каналів) і р – ймовірністю втрат, як показником якості 
обслуговування. Для рішення поставленої задачі широке 
застосування знайшов метод Ерланга. Метод ґрунтується на 
використанні відомої з теорії масового обслуговування першої 
формули Ерланга :

(6.1)

Показник WV визначає ймовірність зайнятості всіх V 
обслуговуючих приладів при надходженні на них навантаження Z.
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За умови незалежності цих подій, можна визначити ймовірність 
втрат як p = WV W1.  Перша ймовірність розраховується по виразу 
(6.1). Друга ймовірність W1 може бути визначена як відношення числа 
вільних джерел S–V до загального числа джерел виклику

W1=(S–V)/S = 1–V/S            (6.2)

Однак, при надходженні в систему найпростішого потоку заявок 
характерно що S→∞ , це обумовлює значення відношення V / S → 0,  a 
W1→1. Звідси з достатньою для практичних розрахунків точністю 
можна записати

Втрати можуть виникати лише при збігу двох подій:
•усі V приладів зайняті (з імовірністю WV);
•надходить хоча б ще одна заявка на передачу повідомлення (із 
ймовірністю W1).

p = WV⋅1 = WV.                  (6.3)
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Отже, перша формула Ерланга (6.1) з врахуванням 
(6.3) встановлює жорстку залежність між параметрами Z, V 
і р. Розрахунок зводиться до визначення невідомого 
параметра по двох відомим. Однак по формулі (6.1) 
можливо лише рішення прямої задачі p = f (Z, V). Умовний 
запис, прийнятий для позначення цієї залежності, має вид 
EV (Z). Для задач, обумовлених залежностями виду 
V = Φ(Z, p) і Z = Ψ(V, p), використовуються чисельні методи 
рішення. З цією метою вираз (6.1) протабульовано. 
Таблиці, що дістали назву на прізвище їхнього автора - 
таблиці Пальма, для діапазону значень розглянутих 
параметрів, які найбільше зустрічаються в прикладних 
задачах, приведені в книзі [4]. По таблицях Пальма 
побудовані номограми. У ряді випадків становить інтерес 
співвідношення між параметрами Y, V, p, де Y = Z(1 – p). 
Такі співвідношення також розкриті номограмами  і 
таблицями.
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РІВНЯННЯ СТАТИСТИЧНОЇ РІВНОВАГИ
Визначення ймовірності знаходження 

повнодоступної комутаційної системи в i-му стані при 
надходженні на неї потоку з простою післядією

 СУМА ІНТЕНСИВНОСТЕЙ ВИХОДУ З ДАНОГО СТАНУ i, 
ЗВАЖЕНА ВІДПОВІДНОЮ ВІРОГІДНІСТЮ PI , ДОРІВНЮЄ СУМІ 
ЗВАЖЕНИХ ВІДПОВІДНИМИ ВІРОГІДНОСТЯМИ 
ІНТЕНСИВНОСТЕЙ ВХОДУ В ДАНИЙ СТАН

СУММА ИНТЕНСИВНОСТЕЙ ВЫХОДА ИЗ ДАННОГО 
СОСТОЯНИЯ  i , ВЗВЕШЕННАЯ СООТВЕТСТВУЮЩЕЙ 
ВЕРОЯТНОСТЬЮ PI , РАВНА СУММЕ ВЗВЕШЕННЫХ 
СООТВЕТСТВУЮЩИМИ ВЕРОЯТНОСТЯМИ ИНТЕНСИВНОСТЕЙ 
ВХОДА В ДАННОЕ СОСТОЯНИЕ:
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при i=o
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При i=1

При I=0,1,2,..,
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• Умова нормування : 
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• Остаточно, ймовірність зайнятості в довільний момент 
часу i виходів повнодоступної не блокованої системи з 
простою післядією :

                                                                                           (6.3
а)                                                   

• Імовірність Pi можна трактувати як частку часу (на 
нескінченному інтервалі часу), протягом якої в системі 
зайнято i виходів.

• Розподіл справедливий при будь-якому законі розподілу 
часу обслуговування з кінцевим математичним 
очікуванням.
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Розглянемо чотири окремих випадки.
1. Потік викликів примітивний, дисципліна обслуговування з 
явними втратами (обслуговування повнодоступної 
комутаційної системою примітивного потоку викликів з 
втратами).
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• Підставляючи отриманий вираз в (6.3а), отримуємо 
розподіл Енгсета (усічений розподіл Бернуллі):
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2. Потік викликів найпростіший, дисципліна обслуговування з 
явними втратами (обслуговування повнодоступною 
комутаційною системою найпростішого потоку викликів з 
втратами).

Тоді

При підстановці в (6.3а) отримуємо перший розподіл Ерланга 
(усічений розподіл Пуассона):
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3. Потік викликів примітивний, дисципліна обслуговування без втрат (N 
джерел викликів обслуговуються без втрат при числі виходів в системі v = N). 
Розглянемо біном Ньютона:



26

 Отримуємо розподіл Бернуллі :

При числі виходів в системі v = N кожне джерело як би 
закріплюється за певним виходом і заняття будь-якого 
виходу відбувається незалежно від інших. Якщо в довільний 
момент досліджується стан виходів системи обслуговування, 
то кожен зайнятий вихід можна розглядати як чергове 
успішне випробування із загального числа N незалежних 
випробувань. Цим пояснюється, що в даному випадку 
розподіл ймовірностей числа зайнятих виходів збігається з 
відомим розподілом Бернуллі для незалежних випробувань. 
Величина  а  визначає ймовірність одного успішного 
випробування, тобто заняття певного виходу.
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4. Потік викликів найпростіший, дисципліна обслуговування 
без втрат. У цьому випадку число виходів в системі має бути 
необмеженим v = ∞. З розподілу Ерланга з урахуванням 
розкладання показової функції в ряд Маклорена отримуємо 
розподіл Пуассона:

Розподіл Пуассона може бути також отримано з розподілу 
Бернуллі при N -> ∞ і a-> 0, але так, що Na = λ. Таким чином, 
найбільш загальним з розглянутих чотирьох розподілів є 
розподіл Енгсета. З нього випливає, з одного боку, перший 
розподіл Ерланга, а з іншого - розподіл Бернуллі. З останніх 
двох можна отримати розподіл Пуассона. У всіх розглянутих 
розподілах параметри λ, a, що характеризують потік викликів, 
виражені в виклик/ у.о.ч. (Ерл).

у.о.ч. – умовна одиниця часу
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3. Розрахунок параметрів повнодоступних систем із втратами 
при надходженні примітивного потоку заявок

Особливістю задачі розрахунку параметрів елементів ТКМ із 
повнодоступним включенням обслуговуючих приладів, які реалізують 
спосіб обслуговування з втратами при надходженні на них потоку заявок 
від обмеженого числа джерел, є вплив чисельності S навантажувальної 
групи на значення інших параметрів. У результаті чого постановка 
розглянутої задачі обумовлює встановлення співвідношень між чотирма 
параметрами S, Z, V, р. В основі методу розрахунку лежить відома 
формула датського дослідника Енгсета:

де: WV – ймовірність зайнятості всіх V обслуговуючих приладів при 
надходженні на них від кожного з S джерел навантаження z;
               –  число сполучень "з S по V" ("з S по i").

(6.4)
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Аналогічно попередньому випадку для переходу до втрат як 
показнику якості обслуговування необхідно визначити ймовірність 
одночасного виникнення двох подій: зайнятості всіх V приладів із 
ймовірністю WV і надходження хоча б одного виклику з ймовірністю W1. 
Перша ймовірність визначається виразом (6.4), друга – виразом (6.2). 
Необхідна величина втрат при цьому може бути отримана 
перемножуванням значень зазначених ймовірностей, тобто

(6.5)

Вираз (6.5) протабульований. Для практичних розрахунків можуть 
бути рекомендовані таблиці в [4], складені для великої області значень 
параметрів.
Точність результатів розрахунку, отриманих методами Ерланга й 
Енгсета, істотно залежить від параметра S. 
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4.1. ПОВНОДОСТУПНА 
СИСТЕМА 

З ОЧІКУВАННЯМ. 

НАЙПРОСТІШИЙ ПОТІК



Повнодоступна комутаційна система, що має v 
виходів, обслуговує найпростіший потік викликів. Час 
обслуговування одного виклику - випадкова показово-
розподілена величина з середнім значенням, 
прийнятим за умовну одиницю часу (h = 1у.о.ч.). 
Параметр потоку викликів Λ, виражений в Ерлангах, 
можна розглядати як інтенсивність навантаження яке 
надходить.

При зайнятості всіх v виходів виклик, який надійшов, 
ставиться в чергу і обслуговується після деякого 
очікування. Загальна кількість викликів, які 
перебувають в системі на обслуговуванні та в черзі, 
позначимо i (            )   і назвемо станом системи. При                 
величина i характеризує число зайнятих виходів в 
системі, при     число зайнятих виходів дорівнює   v,  а 
різниця  i-v   є довжина черги. 31
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•              При                               отримуємо:

                                                                    
                                                                      
   
          
          
          



• при i=o =>  

• при i=1 =>  

• при i => 

• При                і довжині черги n = i-v (другий 
ланцюг Маркова) можна записати

35
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     при i=o =>   =>  

     при i=1 =>   =>  



 можна записати

 при Р
0
=Р

v
  и  n = i – v   отримуємо

Остаточно

37
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Значення Р
0
 можна визначити з умови 

нормування: 

Підставляємо значення  Р
0
  для              та                 
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При Λ>v  и  Λ=v ряд розходиться, при 
Λ<v ряд збігається і його сума 
дорівнює

Тоді
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 Підставляючи значення Р
0
   в формули для  

Р
i
 , отримуємо другий розподіл Эрланга:

                                                         при               ;

                                                          при               ; 
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• Імовірність очікування для виклику 
який надійшов

Дана формула отримала назву другої формули Ерланга 
та має своє символічне позначення 



Існують розрахункові співвідношення між 
першою і другою формулами Ерланга:

Завжди                                ,  тобто при однаковій 
інтенсивності навантаження яке надходить 
ймовірність очікування в системі з очікуванням 
завжди вище, ніж вірогідність втрати виклику в 
системі з явними втратами. Пояснюється тим, 
що при звільненні виходу в системі з явними 
втратами він надається знову виклику який 
надходить, а в системі з очікуванням при 
наявності черги - очікує.

42



4.2. Розрахунок параметрів повнодоступних систем з 
чеканням

Розрахунок параметрів елементів ТКМ, що реалізують спосіб 
обслуговування з чеканням, розглянемо в припущенні, що потік 
заявок, який надходить – найпростіший, а число місць для чекання 
необмежено. Крім параметрів Z = Y і V, які вже використовувались при 
розрахунку варто враховувати показник якості обслуговування 
p(tчек>τ) – максимальний час τ чекання обслуговування (із заданою 
ймовірністю), і відносний час θ чекання звільнення обслуговуючого 
приладу. Величина параметра θ залежить від середнього часу 
заняття ОП –  і коефіцієнта варіації ν, що враховує закон розподілу 
часу заняття обслуговуючих приладів. Значення параметра θ 
визначається таким чином:

      де  ν = 1 при 

             ν = 0 при   F(θ) = const. 

Тобто для найбільш розповсюдженого випадку експонентного 
розподілу часу заняття ОП:
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Широке поширення при розрахунку параметрів систем з очікуванням отримав 
метод, запропонований Бухманом Н.Е. В його основі лежить формула для 
визначення приведеного вище показника якості обслуговування:

(6.6)

Перший співмножник правої частини виразу (6.6) являє ймовірність очікування 
для виклику який надійшов:

(6.7)

Він визначає значення ймовірності того, що заявка надходить в момент 
зайнятості всіх V обслуговуючих приладів і ставиться на очікування. Другий 
співмножник виразу (6.6) визначає умовну ймовірність того, що заявка, яка 
перебуває на очікуванні, буде затримана понад часу         ,

(6.8)
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Підставивши у вираз (6.6) вирази (6.7) і (6.8), отримаємо формулу, що 
отримала назву формули Бухмана:

Формула (6.9) табульована. За результатами розрахунків побудовані 
номограми. Приклад таких номограм для                           наведено в [4]. 
Процедура розрахунку зводиться до відшукання                          при заданій 
ймовірності одного невідомого параметра по іншим відомим. Окремо 
табульована формула (6.7). Відповідні їй таблиці також наведені в [4].

Даний метод використовується в основному для розрахунку параметрів в 
системах, де час заняття ОП розподілено по експонентному закону           , 
але може також використовуватися при постійній тривалості заняття ОП            ,              
що характерно, наприклад, для обслуговуючих приладів, час заняття яких 
визначається виконанням однакового числа заздалегідь обумовлених операцій. 
Однак для другого випадку більшою мірою прийнятний метод Кромелліна.

(6.9)
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5. Розрахунок параметрів неповнодоступних систем
Для елементів ТКМ з ідеальним неповнодоступним включенням 

обслуговуючих приладів розрахунок ведеться окремо для кожної групи ОП і 
закріпленої за нею певної навантажувальної групи. Методи розрахунку для 
кожної групи використовуються ті ж, що і при повнодоступному включенні ОП; 
при реалізації способу обслуговування з чеканням - метод Бухмана (чи 
Кромеліна), при реалізації способу з втратами і надходженні на 
обслуговування найпростішого потоку заявок - метод Ерланга, а при 
надходженні потоку заявок від обмеженого числа джерел - метод Енгсета. 
Загальне число обслуговуючих приладів (каналів) у системі розподілу 
інформації визначається як сума

де  g – число ізольованих груп ОП (каналів); 
V – число ОП (каналів) в i-ій групі, визначене вищевказаними методами.

Аналогічно можна підсумовувати величини навантаження, виконаного 
кожною групою ОП. Показники якості обслуговування джерел різних 
навантажувальних груп (наприклад, ймовірності втрат), як правило, 
розглядаються окремо і характеризують умови обслуговування заявок кожної 
з цих груп.
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При розрахунку параметрів елементів систем з неповнодоступним 
східчастим включенням обслуговуючих приладів, який реалізує спосіб 
обслуговування з втратами, крім уже використовуваних параметрів Y, V і р 
вводиться параметр доступності d. Орієнтована оцінка функціонування таких 
систем може проводитися по спрощеній формулі Ерланга (запропонованої їм 
для східчастих включень):

(6.10)

З виразу (6.10) можуть бути отримані формули для розрахунку інших 
параметрів системи:
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Більш точні результати дає застосування методу О'Дела - Берклея. 
У його основі лежить вираз

(6.11)

де                      ;                                            ;

                 - еквівалентне навантаження, яке могло б бути виконане в системі з 
повнодоступно включеними d обслуговуючими приладами при тому же 
значенні ймовірності втрат р.

Вирази для визначення коефіцієнтів α  і β  протабульовані.

Широка область значень коефіцієнтів α і β, а також номограми, отримані за 
результатами рішення формули (6.11) для ряду значень параметрів, 
приведені в книзі [6].


