METODE NUMERICE - curs 7
Cap. 5 Descompunerea valorilor singulare

5.1 Formularea problemei

AeR™ p=min{m, n} r<p - matrice deficientd de rang

r- rangul matriciiA= r<p
r=p -matrice de rang complet

Teorema:

Oricare ar fi matricea A € R™", exista doua matrici ortogonale U e R™™ gi Ve R™" ,
astfel incat:

UT-A-V=3u A=U-2-VT (1)
unde este o matrice pseudo-diagonala, elementele nenule ale acesteia satisfacand relatia:

¥ =diag{c,,l ,0,}, 0,20,20 205,20

c,,0 ,o,e€R"  -valorisingulare ale matricii A

Y RN - forma canonica diagonala a matricii A

relafia (1) — descompunerea valorilor singulare
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Demonstratia teoremei — algoritmul de descompunere a valorilor singulare

Observatie:
- orice matrice este ortogonal echivalenta bilateral cu o matrice (pseudo)diagonala

detaliind structura matricei X € R™" , pot apare urmatoarele
situatii: 5,

@ m>n rang(A)=r=p=n

=] N , x, =diag{c,,l ,o_}
0(m—n)xn
Z] i Orx(n—r)
rang(A):r<p 2= X X X R EIE‘RM, lediag{cl,m ,Gr}
0(m—r)><r i O(m—r)x(n—r)
® m<n rang(A)=r=p=m X=[Z, 0 O0ppeml Z,=diag{c,,0 ,c,}
2l Orx(n—r)
rang(A) =1 <p = N i , 2, eR™, ¥, =diag{c .l ,c,}
0 0

(m-r)x(n—r)
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6,20,2 >6,>0, o, =0 =c,=0

rangul matricei A este egal cu rangul matricei 2, care este egal cur

U
rangul acestor matrici este egal cu numarul valorilor singulare nenule

relatia (1) poate fi scrisa sub forma: A - V=U-3 |

~

V. -vectoriicoloandai V

u. -vectoriicoloandai U 1=

Definitie:

Coloanele matricei \; se numesc vectori singulari la dreapta ai matricei A, iar coloanele

matricei [ Senumesc vectori sinqulari la stdnga ai matricei A.

'V
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proprietati ale decompunerii valorilor

singulare:
P1. valorile singulare ale matricei A sunt egale cu radacina patratica pozitiva a valorilor

proprii ale matricei AT A

6. (A)=+y1, (AT -A), i=1l...n

P2.daca , _qmo este o matrice simetrica $i pozitiv semidefinita, atunci valorile proprii ale
matricei A sunt reale, pozitive, iar valorile singulare ale matricei A sunt egale cu valorile ei

proprit: A(A)=0,(A), i=1,...,n

~ ~

u

=r =r+l

~

P3. scriind matricile {7 $i 7 sub forma:
i
W

0
Vo, B ¥ ]1=[V, B V,]

2r —r+l —n

l

2l i 0r><(n—r) vlT
A=U-2-V'=[U, & U i S | & _ RS
[ ! 2] 0 M 0 f\v]T ‘A:U].'Zl'VlT:ZO-l al .IZ;F
(m—r)xr (m-r)x(n-r) 2 i=1
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P4. primele r coloane ale matricei {j, unde formeaza o bazéa ortogonala pentru

r=rang(A)’
subspatiul imagine al matricei A:

Im(A):{y/Y:A& VKEERHX]}a
ZE ?'K):Zai‘ﬁl
i=1 i=1

P5. ultimele n - r coloane ale matricei 7, formeaza o baza ortogonala pentru subspatiul nul

al matricei A:
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5.2 Algoritmul SVD

Algoritmul SVD (SVD —abr. eng. “Singular Value Decomposition”) — construirea unui Sir de

matrici ortogonal echivalente bilateral, convergent catre forma canonica pseudo-diagonala

L se bazeaza pe faptul G (A)=+yA, (A" -A)

ca:
Principiul de calcul — a aplica “mascat” (direct matricei A) algoritmul QR

l

se aplica matricei A, transformarile corespunzatoare celor care s-ar aplica matricei B in cadrul
algoritmului QR de aducere la forma canonica Schur

AoB=A"-A, B=B', BeR"™

se considera m > n (fara a restrange

generalitatea) 5
Algoritmul parcurge doua faze de lucru:

Faza 1: pregatitoare, de aducere a matricei A la forma superior bidiagonala
Faza 2: procedura iterativa, de constructie a unui Sir de matrice ortogonal echivalente

bilateral, convergent catre forma canonica pseudo-diagonaléa a matricei A
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] Faza 1l — -
| L1

— Ln-2 E—— J:

C1 Ck Cn

U, eR™™ k=1,.,n -matrici Householder de ordin m care actioneaza pe coloane

Vi, €R",k=1,.,n-2 - matrici Householder de ordin n care actioneaza pe linii

Tabloul general al u W -U ¥ -U-A-V,:-0l -V, -0 .-V _,=]

transformarilor: \
IJ=IJH'm [-IkM 'Ul’ sz\/vz'N '\]k+1'm °Vn*1 \ U-A-V=J

Observatie: algoritm QR . o }
B=AT.A H - matrice tridiagonala

H=JT.]
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] Faza 2

- zerorizarea elementelor de pe prima supradiagonala a formei superior bidiagonale J

0 0

0

- se regasesc cele Sapte etape de la algoritmul QR cu deplasare explicita
- se utilizeaza matrici de rotatie plana Givens

Tabloul general al

transformarilor: . . 1 ] ] ] . .
[RLZ -0 R0 [RYL -8 -RYTT-T-[PT -0 - PG TR [P0 P =2
( J \ J




METODE NUMERICE - curs 7

5.3 Aplicatii ale descompunerii valorilor singulare

-n urma aplicdrii SVD: =3

- algoritmul SVD — stabil numeric: A=A+E = iAEZME, IE |, <<||A],
\ 1

6, i=1,.,p - valori singulare calculate

o, i=1,...,p -valorisingulare calculate 6. —c, <t

5.3.1 Calculul rangului unei matrici
526,20 26,20

Definitie:

Se numegte rang efectiv sau numeric, notat cu t, al matricei A, acel index pentru care are loc

relatia de ordine:

6% > ! 6f'+1 A A ' A
~ =T > = 0;20,'T >0,
G G

T =max{m,n}-¢_

T=6,-1T =max{m,n}-g_ -G,
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5.3.2 Rezolvarea sistemelor de ecuatii algebrice liniare in sensul celor mai mici patrate generalizate

A'zzl_), Aemmxn,hemmxl,zemnxl (3)

- daca A —de rang complet ==| exista o pseudosolutie unica in sensul celor mai mici patrate (m = n)

\m<n

exista o infinitate de pseudosolutii Tn sensul celor mai mici patrate

- daca A - deficienta de /

rang
descompunerea valorilor singulare ofera posibilitatea determinarii unei pseudosolutii
unice, in sensul celor mai mici patrate (generalzate), , indiferent de rangul matricei A.
proprietati:

- minimizeaza norma euclidiana a reziduului:

r=b—A-x=x"=arg min {||z5}
R NX

xeR

- este de norma euclidiana minima:

* . *
[Xsyp = min f[x [}

*
X
x eR" !
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Teorema:
Oricare ar fi matricea A ¢ R™" §i vectorul p, ¢ R™!, problema (3) are o solufie unica, aceasta

fiind pseudosolutia normala obfinuta pe baza descompunerii valorilor singulare:

* A+ + nxm
Xqop =A b, AT efR

A™- pseudosolutie Moore-Penrose A” :\Nfl I -[leT = Z:

l 1=1 Gi
AT
Xsvp :(Z_l — ] b
i=1 Gi
Demonstratie: |
@AV x-0s y= 7
= _ ) > X:Q unde {QZGT b
U -A- V=X
Z1 i Orx(n—r)
=] X I I , X, eR™, X =diag{c .l ,o.}
O(m—r)xr i O(m—r)x(n—r)
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0

1
I

rx(n—r)

2
i X

==
=

O(mfr)x(nfr)

[
| <
N

O(mfr)xr

minimizare norma euclidiana a
reziduului:

It3= U 139U - (b-A-x) 3= UT-b-U"-A- V- V" .x|}=

=|d-Z-yl>=d, ~Z; -y, II> +]/d, [l3= min
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-ingeneral d,#0_ . & |d, 520 — singura minimizare posibila:

<
Il
=)
™
| <
Il
e

=1 =P

Id, =%, -y, 5=0 = d, -3

l .

% ~ % ~

\N/T-§=X2>§ :V'X =V

—_

| <
M)

pseudosolutie de norméd |x" |*=min
minima:
ST IR T SR SR ) 2.
Ix =V -x =y ll2=lly, 2 +1y, [lz=min )
) N =) |y, =0 & y =0,
-ingeneral y =%,"-U'-b#0,
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Cap. 6 Ecuatii si sisteme de ecuatii neliniare

6.1 Formularea problemei

 Fie f(x)=0, f:D,—>D,, D,,D,c®R™ ™) (1)
x=[x, 0 x,]" f(x)=[f, (X5 x,) 0 £ (x;,0x,)]"
f (x),i=1,...,n ~COMpunere de functii elementare de tip polinomial, trigonometric sau
transcendent (exponentiale, logaritmi) in argumentele y ;_1
(1) - ecuatie (n = 1) / sistem de ecuatii (n = 2) neliniare
[] F|e g=[0tl W an]Ta i(g):Qn
] Metodele numerice pentru rezolvarea problemei (1) [| metode iterative
. . : : xMY ., limx™ =«
construiesc un sir de vectori convergent la solufia a: 2 k200, 002 T2

— - punct de start:

= x9] € V,={xeD/|x-a|,<h.h>0}cD,

n
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Definitie:

Se numeste formula de iterare sau Sir de iterare (de rang k Si ordin m) o relatie de recurenta de forma:

xM =gl xP M xP), xE xM eV, 1<m<k

formula de iterare stationara de ordinul m — g nu depinde de

k
uzuale sunt metodele iterative care folosesc formule stationare de ordin m =1 :

xH = g(x" ) (2)

Propozitie:

O metoda iterativa de tipul (2) se spune ca este convergenta pe domeniul V, , daca oricare ar fi
X,yeV, ,existd ) e(0,1) astfel incdt, intr-o norma vectoriala oarecare p, aplicatia g

indeplineste relatia:
ste rela 1) - gl <A lx -y,

Altfel spus, aplicatia este o contractie pe domeniul V, .
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[ solutie generala de alegere a functiei de iterare, g :

se rescrie ecuatia (1) x=g(x) astfelincdt f(0)=0 < a=g(a)

] criteriu general de stop al metodei iterative:

Ix™ —x" ) <e,  sau IfE"D),<e,

2 p= “x



