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Metoda najmmniejszych kwadratéw w ogolmym przypadkue modelu z
wieloma zmiennymi objasniajacymi.

Jesli oszacowania parametrow o, &,,...,a, 0znaczymy odpowiednio
przez a,.a,.....a,, wowczas funkcja regresji z proby bedzie miata postac:

Y=a,+a X +...+a,X, 3)

a podstawiajgc pod X; odpowiednia warto$¢ z proby X; (~1,2.....4 i=1,2,...,1)
otrzymujemy:

P,=ay+a X, ;+...* a Xy, i=1,2,...n @)

Tak jak poprzednio, przez reszte e bedziemy rozumiec roznice:

e =Y-Y i=1,2,....n )

i

Uwzgledniajac (4), rownosc (5) moze byc¢ zapisana w postaci:

1

Y= ay+a X, +..+a X, + e i=1,2,..n 6)
Jesli estymatory & parametrow a; majg by¢ estymatorami MNK, to musza
by¢ one tak zbudowane, aby suma kwadratéw reszt e byla mozliwie
najmniejsza, tj.:
n

Ne =Y (Y-a,-aX,-...-aX,)> - min )

i=1 i=

3

—

® funkgje (7)., traktowang jako funkcje k& +1 zmiennych a,. a,,....a, nalezy wiec
zminimalizowac poprzez dobdr odpowiednich wartosci tych zmiennych.

@® trzeba zatem wyznaczy¢ 4+1 pochodnych funkcji (7)., kazdg wzgledem
kolejnej zmiennej a, oraz przyrownac je do zera.

@® rozwigzanie otrzymanego ukladu A+1 réwnan, pozwala na wyznaczenie
wartosci a,.a,,...,a. ktére - uzyskane w ten sposob - sg estymatorami MNK.

® zalozenia 1 i 2 gwarantuja, Ze ukiad 4+1 réwnarn normalnych, ma
Jjednoznaczne rozwigzanie. )




Wprowadzamy nastepujace oznaczenia:

' 1 X, X - Xy ] Qs
Y 1 X5 Xop oor Xyo a
¥ =1, X = e e e e e a=| . (8)
.Y"_ nx1 L U Xin Xon oo Kin Ynx(x+1) | ¥k Jar1)x1
oraz:
aO el 81
a, €, &
a = - € = 5 E = ‘ )
L aﬂi(ml)xx L €n |1 | sk-nxx

Przy przyjetych oznaczeniach, model (2) mozna zwieZle zapisac jako:

Y = Xa+¢& (10)

Zapis ten przedstawia po prostu 7 réwnan (2). .
Suma kwadratow reszt (7), ktorg oznaczymy przez Q, w zapisie
macierzowym przyjmuje postac:

Q=-¢€e"e (11)

gdzie symbol 7 oznacza transpozycj¢ macierzy.
Poniewaz rownania (4), w zapisie macierzowym, majg postac:

Y= Xa (12)

wektor e przedstawia sie jako roznica dwoéch wektorow Yi ¥, tj:

e=Y-Y=¥-Xa o)




Korzystajaq z (13), sume Kwadratéw reszt (11), mozna zapisac
nastepujaco: ' ‘

Q=(¥Y-Xa™(Y-Xa) = Y'Y-2¥ " Xa+a’ X" Xa (14)

PowyZsza sume kwadratéw nalezy zminimalizowa¢ wzgledem wektora a. W tym celu
nalezatoby obliczy¢ pochodne czgstkowe sumy @ wzgledem kolejnych skladowych wektora a,
a nastepnie pochodne te przyrdwna¢ do zera, otrzymujac uktad A+1 rownan z A+7
niewiadomymi.

Korzystamy ze wzorow na rézniczkowanie w notacji macierzowej.
- @ formy liniowej ¢’x wzgledem wektora x:

a(cTx) _
ox

C

® formy kwadratowej x’ Ax wzgledem wektora x:

A(xTAx) _
ox

2AXx

WyKorzystujac te wzory otrzymujemy wektor pochodnych sumy kwadratow Q,
Ktory przyréwnujemy do zera: : ‘

9@ _

-2X7Y+2X"Xa =0 as)
Ja : :

gdzie O oznacza wektor zerowy.
W rezultacie ukiad rownan normalnych moze byc¢ zapisany jako:

X'Y=XXa : (16)

Rozwigzaniem tego ukladu réwnan jest nastepujacy wektor a

a=(X"Tx'x’y a7

gdzie symbol (-1) oznacza dzialanie odwracania macierzy.




Dla modelu z jedna zmienng X, ze wzoru (17) wynikaja wzory:

1 X,
1 X
1 1 .. 1 2 n XX
XTXx= . = (17a)
X, X, ... X, Z’Y: EX:'Z
1 X,
¥
Y.
1 1 .. 1]|°? )R ¢
X7y = | = (17b)
K, Ay e Xy 3 Xy,
-Yn.
X2 3 x
(XTX) = ; 71 2 X X (17c)
ny X7 - (3 X)* | -3 X, n
a stad:
1 PR B IDADIVHIF A7
a (17d)

> X7 -3 X2 | XD, Y)Y XY,

@® wektor a okreslony przez wzor (17) jest wektorem estymatorow MNK.

@ aby istniato rozwiazanie uktadu réwnan (16), macierz X X, ktora jest macierza kwadratowa
“ o wymiarach (k+1)x(k+1), musi by¢ nieosobliwa, gdyz tylko wtedy dzialanie odwracania
macierzy jest wykonaine.

@® niecosobliwos¢ macierzy X' X oznacza, ze jej wyznacznik jest rézny od zera, tj.:

| X7X| = O (18)




Twierdzenie 1. (Gaussa-Markowa)
W klasycznym modelu regresii liniowej najlepszym nieobcigzonym estymatorem

wektora a jest wektor otrzymany MNK:

a=(X"xX"'XxTy (1)

o0 macierzy kowariancji:

D?*(a) = oz(g)(XTX)'l (2)

Twierdzenie 2.
W Klasycznym modelu regresji liniowej nieobcigzonmym estymatorem wariancji

skladnika losowego o’(%) jest:

e’e

S%(e) = —————
n-(k+1)

gdzie n - (k+1) jest liczba stopni swobody (liczba obserwacji pomniejszona o

liczbe szacowanych parametrow).

Twierdzenie 3.
W Klasycznym modelu regresji liniowej nieobcigzonym estymatorem macierzy

D?*(a) jest:

S52(a) = SZ(Q)(XTX)“




Te bledy srednie informuja o ile, Srednio rzecz biorgc, pomylilibySmy sie
in plus lub in minus szacujac ten sarh parametr modelu na podstawie roznych
zbioréw obserwacji statystycznych, ale sk!adajqcybh sie zawsze z tej samej
liczby obserwagji.

W ten sposob sredni blad szacunku staje si¢ wainym elementem
informacji w zakresie dokladnosci oszacowania modelu i umozliwia
wydanie sadu, czy otrzymana ocene¢ parametru mozina uwazac za
wystarczajaco dokladna dla celéw praktycznych, czy nie. Dlatego tez
zwykle obok obliczonych wartosci ocen parametru modelu podaje si¢ wartosci

srednich bitedow szacunku.

Zazwyczaj podczas estymacji parametréw modelu ekonometrycznego
oblicza si¢ takze wartosci syntetycznych miar dopasowania modelu do danych
empirycznych:

- wspotczynnika zbieznosci,
- wépé}czynnika korelagji wielorakiej i jego kwadratu,
- wspolczynnika zbieznosci resztowe;j.
Wspotczynniki te zwigzane sa z takimi ocenami parametréow sktadnika

losowego jak wariancja resztowa i odchylenie standardowe reszt.




Weryfikacja modelu %

ekonometrycznego
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Etap VI budowy modelu nastepuje z chwilg, gdy otrzymano numeryczne oceny

parametrow strukturalnych i parametrow stochastycznej struktury modelu.

Etap ten polega nma weryfikacji modelu, tj. analizie, czy otrzymane

wartosci ‘ocen parametréw strukturalnych sa rozsadne i czy model z

dostateczng dokladnoscia opisuje wahania zmiennych endogenicznych.

1. Moze sie zdazy¢, Ze otrzymane oceny parametrow sg tego rodzaju, ze klocg
sie z teoriag ekonomiczng lub zdrowym rozsadkiem.

2. Niekiedy zdarza sie, Ze wprawdzie oceny poszczegélnych parametrow
wygladajg rozsadnie, ale wariancjé sktadnika losowego D*(€) jest bardzo duza,
tak Ze odchylenia' zmiennej. endogenicznej od jej wartosci ‘teoretycznej
wyznaczonej-przez model przekreslajg mozliwos¢ praktycznego wykorzystania

modelu.

W rezultacie etap VI jest etapem poprawiania modelu, modyfikacji jego rownan,
ewentualnej zmiany analitycznej niektérych rownan modelu. '

Tak poprawiony model poddawany jest ponownemu procesowi estymacji
parametrow, poczym nastepuje ponowna analiza, czy ‘nowy" model jest

poprawny, czy dalej nalezy go "poprawiac’.




Narzedzia weryfikacji.

Kazdy model powinien by¢ poddany weryfikacji.

W zestawie podstawowych narzedzi weryfikacji sa:

(1) konfrontacja z teoriaq i oczekiwaniami - to domena tzw. weryfikacji
merytorycznej;

(2) mierniki. dopasowania - s3 to MK-reszty, R? (i jego odmiany) oraz 8%
(3) testy statystyczne - stosowane w trakcie tzw. weryfikacji statystycznej

modelu,
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Weryfikacja oszacowanego modelu ekonometrycznego

Weryfikacje modelu ekonometrycznego przeprowadza sie w dwdéch

ujeciach:
1. weryfikacja merytoryczna modelu;

2. weryfikacja statystyczna modelu.

Weryfikacja iilerytoryczna oszacowanego modelu obejmuje:
- interpretacje oszacowan parametrow modelu;
- 1 ich analize (w szczegdlnosci bada si¢ zgodnos¢ znakéw ocen

parametréw z wiedzg ekonomiczng o modelowanym zjawisku).

“Ocena a; parametru strukturalnego a;. dla j=1.2....k. wystepujacego przy
zmieﬁnej objasniajacej: X; oznacza;.o ile-przecietnie wzrasta (gdy a; > 0)
albo zmniejsza si¢'(gdya; < 0) wartoéé-imiéhﬂej objasmanejz Y, gdy
przy niézmienionych wartosciach zmiennych objéiéiliaj—i;cy(':h % warbosc
zmiennej X; wzrasta o 1 jednostke. ! |

Wyraz wolny na ogél nie ma znaczacej interpretacji.




Przyktad.

* Do modelu wybrano zmienne objadniajace X, oraz
X,

* Macierz obserwacji na zmiennych objasniajacych
modelu jest postaci:_

1 2 1

1 1 1
X=|1 2 3
1 1 2

1 4 3

+ Wektor wartosci zmiennej objasnianej Y:

y=[10, 12, 13, 15, 20




Twierdzenie 1 (Gaussa-Markowa)

* Wektor ocen parametréw strukturalnych jest

postaci: ot <]
a=(X"X)V'X'Y

—_

1 2 1
111 1 1]t 1 1] [5 10 10]
X'X={2121 4|1 2 3[=[10 26 23
113 23|11 2| |10 23 24
14 3




a=(X"X)'X'Y

10
1 1 1 1 1]|12| [70°]
Xy=(2 1 2 1 4|13 |=|153
1 1 3 2 3||15| [151]

20

- Macierz odwrotha do macierzy X'X
[ 1267 —-0133 -0.400 |
(XTx)'=1-0133 0267 -0.200
|-0.400 -0,200 0,400 |




a=(X"X)'X'Y

» Obliczamy wartosci ocen parametrow
strukturalnych modelu ekonometrycznego:

1267 -0133 -0.400] [ 70 | [7.941
~0.133 0267 -0.200 |-|153 |=|1.341
-0.400 -0.200 0,400 ||151| |1800
* Model ekonometryczny jest postaci:

a

Y =7.941+1,341X, +1.800 X,




=7,941+ 141X, +1800X,

- Interpretacja:

* a, = 7,941 to srednia warto$¢ Y w przypadku, gdy
zmienne objasniajace X, i X, sq réwne O;

* a, = 1,341 oznacza o ile przecietnie wzrosnie VY,
jezeli zmienna objasniajaca X, wzrosnie o
jednostke, podczas gdy zmienna objasniajaca X,
pozostanie bez zmian;

* a, = 1,800 oznacza, o ile przecietnie wzrosnie Y,
jezeli zmienna objasniajaca X, wzrosnie o
jednostke, podczas gdy zmienna objasniajaca X,

pozostanie bez zmian.
=1




Weryfikacja = sprawdzenie wlasnosci modelu

- precyzja estymatora (dokladnosc szacunku
parametrow a;)

- sredni btgd szacunku S(a;)

stopnia - wzgledny Sredni blagd szacunku
“przylegania” 1S(a;)/a; 1-100%
modelu

- miary dobroci dopasowania modelu do danych
empirycznych:
R? i jego odmiany, ¢? S*(e), S(e), V.

[ istotnos¢ ocen parametrow a;

istotnosc¢ pOJedynczeJ zmiennej objas$niajacej

test t-Studenta
zestawu
Zm_le’m}Y_Ch - jednoczesna istotnos¢ wszystkich zmiennych
objasniajgcych objasniajacych
test Walda
\_ - model jest koincydentny? = nie ™~

zmiana zmiennych
- wystepuje efekt katalizy? = tak

rcl)zkladu_ ’ - losowos¢ reszt
. lelementu test serii
losowego celem
zweryfikowania - symetria sktadnika losowego
stusznosci
zalozen - autokorelacja sktadnika losowego
test Durbina-Watsona
R

test mnoznika Lagrange’a

- heteroscedastycznosc skltadnika losowego
test Harrisona-McCabe’a

(]
“Trzy ztote zasady ekonometrii to: testowad, testowad, testowacd.”
D.F.Heangry




Miary dobroci dopasowania modelu do danych- empirycznych.

Majg one na celu sprawdzenie, w jakim stopniu oszacowany model wyjasnia
Kksztaltowanie si¢ zmiennej objasnianej.

- wspélczynnik determinacji R?

n 2
Z (?[_?)

R* = —Fn‘ i (1)
3P

=1

Jjest miarg okreslajaca, jaka cze$¢ zmiennosci zmiennej objasnianej Y jest wyjasniana
przez model.

Warto$¢ wspotczynnika R? jest liczba z przedziaha (0,1} )

R’=1 - dopasowanie modelu do danych empirycznych jest doskonale; R*<0 - bardzo zle.

- wspolczynnik zbieZnosci

¢ = 1-R? (2)

wsKazujgcy, jaka czesc¢ zmiennosci zmiennej Y nie jest objasniana przez model (jaka
czese zmiennosci zmiennej Y stanowi zmiennosdé odchylen losowych)

- odchyleme standardowe reszt modelu -

(3)

S(e) = yS%(e =

wkskazuje na przecietng roznice miedzy zaobserwowanymi wartosciami zmiennej
objasnianej i wartosciami Eeoretycznymi.

- wspolczynnik zmiennosci V:

V= é(:f_?)_ (4

Y
informuje, jaka czes¢ sredniej wartosci zmiennej objasnianej Y stanowi jej odchyienie
standardowe.
(model _d-op_l.isngczélny', gdy wartos¢ V jest bliska zeru).




Twierdzenie 2 (Gaussa-Markowa)

- Wariancja sktadnika resztowego (estymator
warianci sktadnika losowego) wedtug wzoru:

e'e
n—(k+1)

- Do obliczenia wariancji potrzebne sqg reszty:

e

e=Y -Y

S (e) =

- gdzie:

7 - wartosci teoretyczne zmiennej obajsnianej (uzyskane
na podstawie modelu) = wartosci przewidywane

Y - wartosci zmiennej objasnianej (empiryczne )




Ile wynoszq reszty?

* Do oszacowanego modelu:
¥ =7941+1341% X, +1800% X,

+ podstawiamy kolejne wartosci zmiennych X, i X,

I, =7.94141341%2 418001 =12,423
¥, =7941+1341*1+1800*1 =11,082
T, =7.941+1341¢2+1800%3 = 16,023
T, =7.94141341%1+1800%2 =12.882
= 794141341%4 +1800%3 = 18,705

~5

(12,423
11,082
16,023
12,882

18,705




- Wektor reszt

e, =12,423-10 = 2,423
e, =11,082-12=-0918
e, =16,023 13 =3,023
e, =12,882-15=-2,118
e, =18,705—20 = 1,295

e = IréWna sie:

2,423 ]
-0,918
3,023
-2.118
-1,295




ele

S*(e) =
(€)= (k +1)
- licznik wzoru to:
€T€:Z€2
()= 2014 22014 _ 000
n—(k+1) 2

"\

4@‘
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* Odchylenie standardowe sktadnika
resztowego (btad estymacyji):

S(e) =+/S%(e) =+/11,007 = 3,318

- Interpretacja:

» Poszczegdlne obserwacje empiryczne Y

odchylajq sie Srednio od teoretycznych o +
3,318 jednostek.

;‘@‘

\




Twierdzenie 3 (Gaussa-Markowa

» Wariancja estymatora parametrow
strukturalnych wedtug wzoru:

D'(a)=S(e) (X' X)~
(1267 -0133 -0400]
D*(a)=11007-| -0133 0267 -0200
-0400 -0.200 0,400

Oblucza jac wartosci elementoéw dlagonalnych
g&ierzy Dz(a) otrzymamy oceny wariancii

wyhosi.




Whioskowanie o dokfadnosci szacunku
parametréw a.

- Btedy Srednie szacunku parametrow
strukturalnych:

S(a,) =~/11,007-1,267 = /13,946 = 3,734 ~ 3,7

S(a,)=+/11,007-0,267 = /2,939 = 1,714 = 1,7

S(a,) =+/11,007-0,400 = /4,403 = 2,098 ~ 2,1

- Interpretacja:

O ile +- odchylaja sie wartosci ocen
= m,e’r.réw strukturalnych od ich
wartosci rzeczywistych




* Do interpretacji lepiej postugiwaé sie
$rednimi wzglednymi btedami szacunku
parametrow wyznaczonymi ze wzoru:

S
S| 1009 = 3734 100% = 47.00%
a, 7.041

S
3@ o006 = 1714 1 00% =127.82%
a, 1341

S 2,089
3@ 00ve = 2% 100% = 116,06%
a, 1,800

Btedy srednie stanowiq odpowiednio 47,02%, 127,82% oraz

116 6 % wartosci kolejnych parametrow.




Wspotczynnik zbieznosci dany wzorem:

Y'Y-Y'X-a [n-(k+1)]-5()

Q):

wynosi: 0

bowiem:

T @-T@-7)

Y-Y)Y¥-Y)
(5-3-1007 _ oo
38 10-147 [-4
) 12-14| |-2
)7=’T=14; (Y-7)=|13-14 |=| -1
15-14| | 1
20-14] | 6

Y-YY(¥-7)=[-4 -2

-1 1 6/

=358



- Wspétczynnik zbieznosci ¢ = 0,380
oznacza, iz 38% zmiennosci zmiennej
objasnianej Y nie zostato wyjasnione przez
model.

- Wspotczynnik determinacji R?:
R* =1-¢* =1-0380 = 0,620

co oznacza, iz 62% zmiennosci zmiennej
objasnianej Y zostato wyjashione przez

; 2o el




* Wspotczynnik zmiennosci losowe:

A S
7 =5 00% =222 100% = 23
i 14

- Interpretacja:

* Odchylenia losowe stanowiq 23,7 %
wartosci $redniej zmiennej objasnianej Y.

4@‘
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+ W ekonometrii przyjeta jest konwencja
podawania srednich btedéw szacunku
parametrow strukturalnych tacznie z

oszacowahiem modelu.

* Oszacowany model ekonometryczny jest
postaci:

I =7941+ 134X, +1800X, R’ =062

4@‘
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Istotnos¢ zmiennych objasniajacych

Test T-Studenta

Przy badaniu istotnosci wpiywu zmian j-tej zmiennej objasniajacej na
zmiany wartosci zmiennej objasnianej (lub istotnoséci parametru a)
zastosujemy test istotnosci.

Testowana jest:
hipoteza zerowa H; : ¢, = 0 wobec

hipotezy alternatywnej H, : a; = O.

Jesli speitnione jest zalozenie 7 - ze skladnik losowy € w Kkazdym 2z
okresow ma rozklad nommalny o wartosci oczekiwanej zero i skonniczonej, stalej
wariancji ;= N(0.0%) dla i=1,2...n - oraz jesli prawdziwa jest hipoteza H, to
zmienna losowa:

a.

t= J
S(a)

ma rozklad t-Studenta z n—(k+1) stopniami swobody.

' Hipoteza H, zaklada, 7e parametr ¢, nieistotnie réini si¢ od zera, tzn. Ze
zmienna X; przy ktérej on stoi. wywiera nieistotny wptyw na Y (lub, ze

zmienna X, jest nieistoina dla rozpatrywanego modelu).

Odrzucenie hipotezy H, oznacza przyjecie hipotezy alternatywnej, ze wartosc
parametru o istotnie rozni si¢ od zera (zmienna X; wywiera istotny wplyw na
zmienna objasniang).

Wartos¢ krytyczng testu t-Studenta t’ odczytujemy z tablic rozkiadu t-Studenta
przy poziomie istotnosci ¢=0.05 i n-(k+1) stopniach swobody.
Hipoteze H, odrzucamy, jesli ItI>t".




Weryfikujemy istotnos¢ parametrow
strukturalnych oszacowanego modelu

+ Stawiamy hipoteze:

* H, a.=0 (parametr a. nieistotnie rézni sie od
zera tzn. ze zmienna X. przy ktérej parametr stoi
wywiera hieistotny wptyw na zmienng objasnianag );

* H;ia 20 (parametr a. istotnie rézni sie od zera):

+ Test istotnosci pozwalajacy na weryfikacje
hipotezy H," a. = O oparty jest na rozkiadzie
statystyki t-Studenta okreslonej wzorem:

f (1 —C/
“ S(a)




* Dla kazdego parametru obliczamy warto$
empiryczne statystyki t:

7,941

L) = = 2,127
3,734

to, =24 0782
V1,714

o, =299 _ 0862,
2,089

- Z tablic t-Studenta dla przyjetego poziomu
istotnosci a = 0,01 oraz dla n-(k+1)= 5-(2+1)=2
stopnie swobody odczytujemy wartos¢ krytycznq

"= 4,303.




+ Jezeli spetniona jest nieréwnosc:

to hipoeze H, nalezy odrzucic na
korzyséalternatywnej hipotezy H,, czyli
dany parametr jest statystycznie istotny.

* W przypadku, gdy:

]r.,,, <t

V-

~hie ma odstaw do odrzucenia hipotezy H,
XY=
| :lens’rofnoscu parametru.




» Z naszych obliczen wynika m.in., iz:
Loy < t
wiec hipoteze H, odrzucamy, a parametr a, jest
statystycznie nieistotny.
* Dla parametréw a, i a, spetniona jest rowniez
nierownos$c: .
Linysliny <1

L " LA
. - . -

co oznacza, iz w tym przypadku rowniez nie ma
podstaw do odrzucenia hipotezy H,.

- Interpretacja:

Parametry a,, a, i a, sq statystycznie nieistotne. A
zatem zmienne objasniajace X, i X, wywierajq
~ :: totny wptyw na zmienng objasniana VY.




Wlasnos¢ koincydecji.

Jesli modelujemy zjawisko, o ktorym teoria ekonomii nie stanowi, wowczas
analiz¢ merytoryczna mozna oprze¢ na obliczeniu i interpretacji
wspolczynnikow Korelacji miedzy zmiennymi wystepujacymi w modelu.
Zestawiamy nastepujace macierze:
- wspolczynnikow Korelacji migedzy zmiennymi Y i X R,,J: {r;) o wymiarach kK x 1;
- wspotczynnikow korelacji miedzy zmiennymi X, oraz X; R = (ry)) o wymiarach
kK x k.
Zadamy, by szacowany model byt koincydentny.
Moéwimy. Ze oszacowany model jest koincydentny, jesli dla _ _ kaz
dej zmiennej objasniajacej ﬁlodelu spelniony jest warunek:

signum r;, = signum b,

gdzie: signum - funkcja okreslajaca znak swojego argumentu.

Jesli model nie jest koincydentny, wtedy nalezy zmieni¢ zestaw zmiennych

objasniajgcych albo analityczng postac¢ modelu.

Przykilad . Wspolczynnik korelacji liniowéj ceny mieszkania i jego powierzchni
(rc.row)=0.75, wspdlczynnik korelacji liniowej ceny mieszkania i liczby sypialni
(rc syp)=0.01 oraz ceny mieszkania i liczby tazienek {rc yany)=0.55.

Model opisujacy wysokosc ceny mieszkania nie jest koincydentny, bo znak przy
ocenie parametru stojgcego przy zmiennej SYP jest rozny od znaku

odpowiedniego wspolczynnika korelacji.




Badanie koincydencji

* Model jest koincydentny, jezeli dla kazdej
zmiennej objasniajacej model zachodzi:
sgn . =sgna.
gdzie:
- a. - jest oceng parametru strukturalnego a;
* r.- jest wspétczynnikiem korelacji miedzy zmienng

Y a zmienng Xi.
{7} {0,697}
R_ = ’ =
| B 0,722

Model jest koincydentny.
=




Wspétliniowosé - czy zmienne sq
katalizatorami?

* Zmienna X. z pary zmiennych ( X., X. ) jest
katalizatorem jezeli:

r
r,<0  lub >+

by
J
+ Z obliczen wynika, iz:

7 ro 0,697 .
n,<— bo —=——-=0965
ST r, 0,722
: : 722
<t po B2 036

8 1, 0,697
adna ze zmiennych nie jest katalizatorem.




We cja statystyczna modelu

Drugg czescig weryfikacji modeiu jest weryfikacja statystyczna. Trudno jest
poda¢ algorytm postepowania, nietatwo bowierﬁ ustali¢ zakres, sposoéb i
kolejnosc testowania wiasnosci statystycznych modelu.

FPodczas weryfikacji statystycznej glownym przedmiotem zainteresowania
jest wektor reszt modelu e = y - Xa.

Uwaza si¢ go za empiryczna realizacje skiadnika losowego modelu.
Przy pomocy odpowiednich testow przeprowadza si€ m.in. nastepujace badania:
- badanie losowosci sktadnika losowego;

- badanie symetrii rozkladu skladnika losowego;

- badanie stacjonarnosci skladnika losowego;

- badanie wartosci oczekiwanej sktadnika losowego;

- badanie autokorelagji skladnika losowego;

- badanie homoscedastycznosci skladnika losowego;

- badanie normalnosci sktadnika losowego.

Wei'yfikacja sktadnika losowego modelu ekonometrycznego sklada sie wiec z
wielu krokéw. Niepowodzenie w badaniu jakiejkolwiek pozZadanej cechy
.sk{adnika losowego powinno spowodowac powrét do wezesniejszych etapow
modelowania ekonometrycznego. W praktyce, kompromis polega na przyjeciu

modelu gorzej oszacowanego, ale majgcego inne korzystne cechy.




Badanie losowosci

* Badanie losowosci ma zwiazek z wyborem postaci
analitycznej modelu.

W standardowym modelu liniowym zmienna
objasniana jest liniowa funkcja zmiennych
objasniajacych plus korekta.
- W przypadku, gdy korekty maja przez dtuzszy
okres jednakowe znaki mozna przypuszczaé, ze
zostat popetniony btqd specyfikacji:

- nietrafny wybodr postaci analitycznej modelu;

- nietrafny wybdr zmiennych objasniajacych




Badanie losowosci reszt.

Weryfikacje losowosci reszt przeprowadzamy za pomocg testu serii.

Wyznaczonym resztom e; przypisujemy symbole: a - jezeli €,> 0, oraz b - jezeli
e.< 0. Reszt dokladnie rownych zeru nie bierze sie pod uwage.Otrzymamy w ten
sposob cigg zlozony z symboliaib , w ktc')rych mozna zauwazy¢ serie (seria to

podciag zlozony z kKolejnych elementow jednego rodzaju).
Stad okreslamy liczbe¢ serii tzw. k empiryczne.

Z tablic liczby serii odczytujemy dla i, (liczba symboli a) i n, (liczba symboli
b) oraz przyjetego poziomu istotnosci o, takg wartos¢ krytyczng k,, Ze
P{ks<Kk,} =a.

Jezeli k., < K, to hipotezg o losowosci reszt nalezy odrzuci¢ (jest to
| jednoznaczne z:koniecznoscia zmiany. postaci analitycznej modelu).

Jezeli k;,,> Kk, nie ma podstaw do-odrzucenia hipotezy o losowosci reszt. -




Czy reszty sq losowe?

Wektor reszt Reguty testu (dla préb matych (n<30)

[ 2,423 |
—0,918
3,023
—2.118

| —1,295 |

Przypisujemy resztom e, symbole a, gdy e, > O,
oraz b gdy e, <0
Otfrzymujemy ciag ztozony z symboliai b
a,b,a,b,b.
Okreslamy liczbe serii Kemp
Kemp = 4
Z tablic liczby serii dla n, = liczba symboli ain, =
liczba symboli b oraz przyjetego a = 0,05
odczytujemy wartosc t_= 2
Wobec kemp >k hie ma podstaw do odrzucenia
hipotezy, ze rozktsd reszt jest losowy



Wartosci krytyczne testu serii




Badanie symetrii skladnika resztowego.

Obserwacje odchylajac si¢ in plus (in minus) powinny stanowi¢ polowe

(w sensie probabilistycznym) wszystkich obserwacji.

Formulujemy hipoteze:

H, : skladnik resztowy ma rozkiad symetryczny:

1,
2.

Iy

SR

wobec hipotezy alternatywnej:

H, : Ze rozklad skiadnika resztowego nie jest symetryczny,

['[l :[ﬂ,;gl}.._
n 2
przy czym: m - liczba reszt odchylajgcych Siq in plus,
n - liczba wszystkich obserwagji.

Do weryfikacji hipotezy H, stuzy statystyka:

|E__1_
- n 2
:'f”temp_
RLLYS L)
n n
n-1

Jesdli n<30, statystyka t ma przy zaloZzeniu prawdziwosci hipotezy H, rozkitad
Studenta o n-1 stopniach swobody, natomiast dla n>30 statystyka ma rozkiad

normalny.




Czy rozktad reszt modelu jest

symetryczny?
W celu zweryfikowania
hlpofezy Z tablic testu t Studenta
przyjeto poziom istotnosci - dla przngfego poziomu
testu a = 0,05: istotnoéci a oraz dla n-1

m = 2 - liczba reszt dodatnich s’ropni swobody
n = 5 - catkowita liczba reszt

* nastepnie obliczono wartos¢
statystyki testowe tomp = 167 N «
. Dla n-1=5-1=4 stopni swobody - JeZel It |<T hie ma

odczytuje sie wartosé
krytyczng t*

wartos¢ t*= 2,776. pOdSTaW do odr'zucema
hipotezy H, i rozktad
+ Odp. Rozkiad reszt jest reszt modelu jest

bowiem 1,67<2,776 symetryczny.



Czy wystepuje autokorelacja
skladnika losowego?

+ Jednym z zatozen dotyczacych modelu regresji
jest niezaleznos¢ btedow obserwacji, czyli fakf,
czy wystepujace reszty w predykcji zmiennej
zaleznej sq ze sobg skorelowane.

* Dobrze dopasowane modele regresji zaktadaja, ze
otrzymywane reszty (e) - btedy przewidywania
rzeczywistej wartoéci zmiennej zaleznej na
podstawie utworzonego przez nas modelu regresji
- sg hiezalezne od siebie,

» Oznacza to, ze rozktad reszt jest losowy,
przypadkowy, bez stale wystepujacego wzorca.




» Sposobem okreslenia niezaleznosci
bteddw obserwacji jest wyznaczenie
autokorelacji sktadnika resztowego,
czyli korelacji r-Pearsona pomiedzy
kolejnymi resztami, powstatymi z
nieidealnego dopasowania modelu.

o COV(EL
" D(£,)D(e, )

zaleznosé korelacy jna sktadnikéw losowych €. oraz
= L

bierwszych opdznien €,




(R

Wspolcezynnik korelacji Pearsona
* I, jest miernikiem zwigzku \
liniowego mig¢dzy dwiema
cechami (zmiennymi)

mierzalnymi y _ _
X — X o

* Jest wyznaczany poprzez . Z( —X)(,—)
standaryzacje kowariancji xy 7S ( x) .S (y)

e kowariancja (wariancja
wspolna cech x 1y) jest sSrednig po= cov(x,y)
arytmetyczng iloczynu odchylen = S(x)-S(y)
wartoscli liczbowych tych cech
(zmiennych) x 1y od ich
srednich arytmetycznych

] o B o
,y)=COV(y,x)=;§(xi—X)(y,-—y)=x-y—x-y




Proces autokorelacji rzedu I

+ Zatozmy, ze sktadniki losowe €. zwigzane sq
zaleznoscia;

e =petn, o<

gdzie: (t=1...,n-1)
zmienne losowe n sg hiezalezne i maja jednakowy rozktad

4@‘

\




Test Durbina-Watsona
+ Test Durbina-Watsona (statystyka) stuzy d
oceny wystepowania korelacji pomiedzy

resztami (btedami, sktadnikami resztowymi).

- Sprawdzamy, czy sktadniki losowe modelu
pochodzq z procesu autokorelacji rzedu T.

* Przyczyng wystepowania zjawiska autokorelacji
sktadnika losowego w modelu sa:

- natura proceséw ekonomicznych (skutki pewnych
zdarzen albo decyzji rozciagaja sie na wiele
okresow;

oprawna postaé analityczna modelu;
pe’my zestaw zmiennych objasniajacych.




Badanie autokorelacji reszt.
Test Durbina-Watsona.
Weryfikowana hipotezg jest:
H, : p = O (brak autokorelacji reszt modelu)
H, : p > O ( autokorelacja reszt wystepuje)
Sprawdzianem hipotezy jest jest statystyka d zdefiniowana wzorem:
n
> (e;-e.,)?
=2

Wartosci krytyczne tej statystyki d, i d, odczytuje sie z tablic Durbina-Watsona
dla przyjetego poziomu istotnosci a oraz n i k stopni swobody (n-liczba
obserwacji, k-liczba zmiennych objasniajagcych w modelu).
Na podstawie tablicy 1. wyznaczono empiryczng wartosc d.,,,=2.499
Hipoteze altermatywna trzeba doprecyzowaé¢ w zaleznosci od otrzymanej
wartoéci d ppe
Jezeli d < 2,.to H,: p; > O (autokorelacja dodatnia),
j_eieli zas:d:>; 2:to H, : pyi<-O(autokorelacja-ujemna). ~ = - P s
Przy autokorelacji ujemnej nalezy wyznaczyc¢ d’ wedtug wzoru: .
d =4 -d.,
W przypadku postawienia hipotezy alternatywnej o istnieniu autokorelacji
dodatniej przy:

d,., < d, hipotez¢ H, nalezy odrzucic,

d,.., > dy to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy H,.

d, < d_,,, < d; wtedy nie moiemy podjac¢ zadnej decyzji.
W przypadku, gdy stawiamy hipoteze alternatywng o istnieniu autokorelacji

ujemnej analogiczne wnioskowanie dotyczy d’.




&

Tablice testu Durbina-Watsona prezentuja wartosci krytyczne d, ora f\ dla
\
\

odpowiedniej liczby obserwacji n oraz liczby zmiennych objasniajac




Czy wystepuje autokorelacja reszt?

Statystyka d Obliczenia:
* Dla modelu wartosc:

- 2
z (et o et—l)
. 1=2
o n

2 ()

=1

d

-+ d=53,5601/22,015=2,430




» Zasadq_jest, ze wartoSci statystyk
testowych w zakresie od 1,5 do 2,5 sq
stosunkowo normalne.

» Kazda wartos$¢ spoza tego zakresu moze
byé powodem do obaw.

+ Statystyka Durbina - Watsona, chociaz
wyswietlana przez wiele programéw analizy
regresji, nie ma zastosowania w niektorych
sytuacjach.

* Np. gdy opdznione zmienne zalezne sq
zawarte w zmiennych objasniajacych,
ssgPtasciwe jest uzycie tego testu.




Konstrukcja i weryfikacja modelu ekonometrycznego
Krok 1: Okresli¢ zmienng objasniang Y i zbidr kandydatek na zmienne
objasniajace X,,Xs,... X . Zgromadzié niezbedne dane statystyczne.

Krok.2: Przeprowadzié¢ procedur¢ doboru zmiennych objasniajgcych (metoda
Hellwiga, metoda grafu, metoda ekspercka).

Krok 3 : Zdefiniowac¢ jednoréwnaniowy liniowy model ekonometryczny (jesli
- nieliniowy; to linearyzujemy):

Krok 4: Oszacowaé parametry modelu metoda najmniejszych kwadratow.
Krok 5: Wyznaczy¢ reszty modelu.

Krok 6: Czy reszty maja{rozkiad normalny?
TAK— krok 9 NIE — krok 7

Krok 7: Czy reszty maja inny znany rozktad?
"TAK — krok 8 NIE — STOP

Krok 8: Oszacowad. parametry modelu metoda najwigkszej wiarygodnosci —
STOP

,Krok 9:Czy. wystqpu_]e zjawisko.autokorelacji sktadnika Iosowego modelu"
- - TAK: —krok: 10 ~NIE — krokl1l

Krok 10: Oszacowac parametry modelu metodq Cochrane-Orcutta i przej §¢ do
kroku 5. _ :

Krok 11: Czy wystqpu_]e zjawisko heteroskedastycznos$ci skiadnika losowego
modelu?

TAK — krok 12 NIE — krok 13

Krok 12: Oszacowad parametry modelu wazong metoda najmniejszych
kwadratéw i przejsé do kroku 5.

Krok 13: Czy model ekonometryczny jest liniowy?
TAK — krok 15 NIE > krok 14




Konstrukcja i wéryfikacja modelu ekonometryczrego (c.d.)

Krok 14: Zmienié postaé analityczna modelu ekonometrycznego. Jesli jest to
niezbg¢dne dokona¢ linearyzacji modelu i przejs¢ do kroku 4. Jesli nowy model

Jestcisle nieliniowy, to dalsze postepowanie nie miesci sie w tej procedurze —
STOP

© Krok 15: Czy wystepuje zjawisko wspolliniowosci?
' TAK —krok 16  NiZ — krok 17

Krok 16: Oszacowaé parametry modelu metoda regreéﬁ grzbietowej 1 przej$é
do kroku 5.

Krok 17: Czy wszystkie zmienne objasniajace sa istotne statystycznie?
TAK — krok 19 NIE — krok 18

Krok 18: Zmieni¢ zestaw zmiennych objaéniajqcych 1 przej$¢ do kroku 4.

Krok 19: Czy mozna zaakceptowaé warto$¢ wspélczynnika determinacji?
TAK — krok 20 NIE — krok 18

Krok 20: Czy wystepuje efekt katalizy? -
TAK — krok 18 NIE — krok 21

| Krok 21: Czy mozna zaakceptowal interpretacjg wartosci oszacowan .
parametréw modelu? 3
TAK — krok 22 NIE — krok 18

Krok 22: Wykorzystaé oszacowany i zweryfikowany model ekonometryczny —
STOP .




Model zﬁeryﬁkowany?

1. Model ekonometryczny, ktory:
- wywodzi sie z okreslonej teorii i modelu matematycznego;
- zostal oszacowany na podstawie wtasciwie dobranych danych
liczbowych;
- przeszedl "zwyciesko" podstawowe proby weryfikagji mérytorycznej i
statystycznej:

moze by¢ wykorzystany do celu, w jakim zostat “stworzony”.
2. Takim modelem postugujemy sie¢ na ogét jednorazowo.

3. Uplyw czasu powoduje koniecznos¢ skorzystania z nowych informacji o
modelowanej zaleznosci: . .
- ulega wzbogaceniu zbior danych liczbowych, bowiem pojawiajg sie’
nowe obserwacje;
- obserwowane w przesztosci zwigzki miedzy zmiennymi objasniajgcymi

a zmienna objasnianag moga zmienic¢ site lub Kierunek itp.

4. Profesjonalne modele ekonometryczne sg okresowo uaktualniane i
modyfikowane. Ich tworcy "“monitorujg* zachowanie sie modelu w zmieniajgcych

sie warunkach i dokonuja odpowiednich korekt.

5. A zatem, w przedsiewzi¢ciu ekonometrycznym nie ma praktycznie
etapu. w ktorym na dhuzej jestesSmy przekonani o tym. ze dany model

jest poprawny i “zweryfikowany".




Ostatni VII etap to praktyczne wykorzystanie modelu.
Model moze by¢ wykorzystany:
- do analizy , jak wygladaly w przeszlosci prawidlowosci ilosciowe w tej

sferze zjawisk ekonomicznych, ktére opisuje model,

- dla celéw wnioskowania w przysziosc¢, tj. dla celdw predykgji (proces
wnioskowania w przyszto$¢ na podstawie modelu ekonometrycznego nazywamy
predykcja, natomiast konkretny wynik tego procesu nazywal bedziemy

prognoza).




