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МАТРИЦЫ. 

ДЕЙСТВИЯ НАД МАТРИЦАМИ 



Определение 1. Прямоугольная таблица из m строк и n столбцов, 
заполненная некоторыми математическими объектами, 
называется прямоугольной матрицей.
Числа, составляющие матрицу, называются ее элементами. 

                                                                                      (1)
                                                                                         

При записи, в общем виде элементы матрицы обозначаются 
одной буквой с двумя индексами, из которых первый указывает 
номер строки, а второй – номер столбца матрицы. 
В сокращенной записи:              ;    
(кратко                      ,                          ). 



Выражение             называют размерностью матрицы. 
Матрица называется квадратной порядка n, если число ее строк 
равно числу столбцов и равно n:

Размерность квадратной матрицы записывают одним числом, 
которое называется порядком матрицы.
Упорядоченный набор элементов              называется главной 
диагональю, в свою очередь,                         – побочной диагональю 
матрицы. 



Квадратная матрица, элементы которой удовлетворяют условию: 

называется диагональной, т.е. диагональная матрица имеет вид:

Диагональная матрица порядка n называется единичной, если все 
элементы ее главной диагонали равны 1. Матрица любого размера 
называется нулевой или нуль матрицей, если все ее элементы 
равны нулю. Единичная матрица обозначается буквой Е, нулевая 
– О. Матрицы имеют вид:



Определение 2. Две матрицы называются равными, если равны их 
размерности и равны их соответствующие элементы, т.е. 
элементы, расположенные на пересечениях строк и столбцов с 
одинаковыми номерами в обеих матрицах.
Матрица, состоящая из одной строки                    , называется 
матрицей-строкой. 

Матрица, состоящая из одного столбца          , называется 
матрицей-столбцом.





Например



Свойства операции сложения матриц
Пусть  A, B, C – матрицы одинаковой размерности:

1. A+ B= B+A  – коммутативность сложения;
2. (A+B)+C= A+(B+C) – ассоциативность сложения;
3. A+O=A;
Матрица О, состоящая из нулей, играет роль нуля.
4.  A+(-A)=O.
Для любой матрицы  существует противоположная, 
будем ее обозначать  -А, элементы которой отличаются 
от элементов А знаком. 



 









Произведение C=AB  определено, если число столбцов матрицы 
A  равно числу строк матрицы B, такие матрицы называются 
соответственными. 
Перемножать можно только соответственные матрицы. 
Это условие, а также размеры матриц можно представить 
схемой:

Очевидно, что операция умножения квадратных матриц всегда 
определена.
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Свойства умножения матриц
1. Коммутативный (переместительный) закон умножения матриц, 
вообще говоря, не выполняется, т.е.                  
 В частном случае коммутативным законом обладает 
произведение любой квадратной матрицы   n-го порядка на 
единичную матрицу  такого же порядка, т.е. 
Матрицы называются перестановочными, если выполняется закон 
коммутативности, т.е.  AB =BA .
Пусть A,B,C  – матрицы соответствующих размеров (т.е. 
произведения матриц определены),  - действительное число. 
Тогда на основании определений операций и свойств 
действительных чисел имеют место следующие свойства:
2.                             – ассоциативность;
Справедливы следующие законы дистрибутивности:
3.                                     - правый закон дистрибутивности ;
4.                                    - левый закон дистрибутивности; 
5.                                      ;
6.                           .



Определение 4. Если  A – матрица размерности            :

то транспонированием этой матрицы называется такое 
преобразование, при котором ее строки становятся столбцами с 
теми же номерами и наоборот, т. е. переход к следующей 
матрице размерности

Данная матрица называется транспонированной матрицей.
Эта операция имеет общий характер, т. е. применима к любой 
матрице. 



Определители.
 Свойства определителей.

Понятие минора и 
алгебраического дополнения







Побочная диагональГлавная диагональ





Определение. Определителем матрицы второго 
порядка называется число, получаемое 
следующим образом:

Главная диагональ Побочная диагональ

Определение. Определителем матрицы второго 
порядка называется число равное разности 
произведений элементов главной и побочной 
диагоналей.



Например: 













































Обратная матрица



Матрица
Вырожденная 

(особенная)
Невырожденная 

(неособенная)
⚫ определитель равен 

нулю
Например:

⚫ определитель отличен 
от нуля

Например:



Теорема 1. Произведение матриц есть вырожденная 
матрица тогда и только тогда, когда хотя бы один из 
множителей есть вырожденная матрица

Замечание. Данная теорема справедлива для любого 
числа множителей.



Определение. Квадратная матрица В называется 
обратной по отношению к матрице А такого же 
размера, если 

АВ = ВА = Е.          (1)





















Системы линейных 
уравнений

1. Матричные уравнения







Система линейных уравнений

Совместной
(существует хотя бы одно решение)

Определенная
(одно решение)

Неопределенная
(больше одного 

решения)

Несовместной
(решений нет)











Уравнения решений не имеют
Уравнения имеют бесконечное множество 

решений

Уравнения решений не имеют



2. Системы линейных 
уравнений

2. Квадратные системы линейных 
уравнений. Однородные системы. 

Правило Крамера























2. СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ 
УРАВНЕНИЙ

Метод Гаусса
(метод последовательного исключения неизвестных)



Определение. Две системы линейных уравнений с одним 

и тем же числом неизвестных называются 

эквивалентными, или равносильными, если они обе 

несовместны, либо обладают одними и теми же 

решениями, т. е. всякое решение одной системы является 

решением другой и наоборот.



СЛЕДУЮЩИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ СИСТЕМЫ 
ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ БУДЕМ НАЗЫВАТЬ 
ЭЛЕМЕНТАРНЫМИ:

-перемена местами любых двух уравнений системы;

-умножение обеих частей любого уравнения системы на 
число, отличное от нуля;

-прибавление к любому уравнению системы любого 
уравнения этой системы, умноженного на число;

- удаление из системы уравнений, у которых все 
коэффициенты и свободный член равны нулю.



ТЕОРЕМА 1.

Применение любого элементарного 

преобразования к системе линейных уравнений 

приводит к эквивалентной системе.



ДОКАЗАТЕЛЬСТВО

+
+

+





ДОКАЗАТЕЛЬСТВО



Анализ

Это уравнение не может обращаться в тождество ни 
при каких значениях неизвестных, поэтому система 
(2), а значит, и (1) решений не имеют, т.е. они обе 
несовместны. В этом случае процесс заканчивается.

Эти уравнения следует отбросить, учитывая, что это 
одно из элементарных преобразований системы



Анализ

Процесс завершится, так как  в  этом случае 
система (1) будет эквивалентна своему 

первому уравнению



ДОКАЗАТЕЛЬСТВО

+

+





Доказательство
k=n (определенная) k < n (неопределенная) 

▪ Треугольная ▪ Трапецеидальная



Решение для системы треугольного типа



Решение для системы трапецеидального 
типа



Применяя метод Гаусса к любой системе 
линейных уравнений, можно получить 

следующие окончательные результаты:

Исходная система также совместна, но неопределенна, т. е. имеет 
бесчисленное множество решений

Система преобразовалась к «трапецеидальному» виду 

Исходная система совместна и определенна, т. е. 
имеет единственное решение

Система преобразовалась к «треугольному» виду

Исходная система несовместна
Уравнение, в левой части которого все коэффициенты при 
неизвестных равны нулю, а свободный член нулю не равен



ТЕОРЕМА 2.

Любую произвольную систему линейных 

уравнений с помощью элементарных 

преобразований можно привести к равносильной 

ей ступенчатого вида.



РАСШИРЕННАЯ МАТРИЦА
При практическом использовании метода Гаусса для 

решения систем линейных уравнений удобно 

проводить элементарные преобразования для строк 

расширенной матрицы системы:



ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ

I II III IV V

VI VII VIII IX X

XI XII XIII XIV XV

XVI XVII XVIII XIX XX



ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ



ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ
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ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ



ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ




