
Лекция 3. Матрицы, операции над 
матрицами, теорема существования 
обратной матрицы. Матричная запись 
систем линейных алгебраических 

уравнений. Метод обратной матрицы 
решения СЛАУ, формулы Крамера. Ранг 
матрицы. Теорема Кронекера-Капелли, 

теорема о базисном миноре, метод Гаусса 
решения СЛАУ. Однородные системы 
линейных алгебраических уравнений, 
фундаментальная система решений 

ОСЛАУ. 
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§1. Матрицы и действия над ними.
Определение. Матрица – прямоугольная 
таблица из m×n действительных чисел, 
расположенных в m строк и n столбцов.
Обозначение: A,B,C,D . . . . . (  ), [  ],  ||  || .
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Матрица, все элементы которой нули, 
называется нулевой.
Матрицы у которых соответственно равны 
числа строк и столбцов называются 
матрицами одного размера.
Две матрицы одного размера у которых 
соответствующие элементы равны, 
называются равными.



Различные виды матриц
Матрица состоящая из 1 строки называется строкой.
Матрица состоящая из 1 столбца называется столбцом.
Если m ≠ n , то матрица прямоугольная.
Если m = n , то матрица квадратная.
    A = (a1,a2,a3)   - матрица строка

                           - матрица столбец

Для квадратной матрицы вводят понятия главной и 
побочной диагонали

побочная главная



Матрица у которой отличны от нуля лишь элементы 
главной диагонали называется диагональной.

Диагональная матрица у которой элементы главной 
диагонали равны называется скалярной.

Скалярная матрица у которой элементы главной 
диагонали единицы называется единичной.



Операции над матрицами 
1.) Транспонирование – замена всех строк матрицы 
столбцами с сохранением номеров (At)
для А – > At

Если А=At , то А –симметричная.
2.) Линейные операции над матрицами: сложение 
матриц, умножение матрицы на число.
2.1. Операция сложения возможна для матриц одного 
размера.
Определение: Суммой двух матриц Amxn=[aij] и Bmxn[bij]
наз.третья матрица С, того же размера Сmxn=[сij] 

сij = aij + bij
т.е. при сложении матриц их соответствующие элемент 
складываются                  С = А + В



2.2. Произведением Amxn на λ ϵ R (или λ ϵ R на А) 
называется Bmxn[bij],  bij = λaij  (A = [aij] )     B=λ·A
Матрица (-1)·А называется противоположной для А и 
обозначается –A.
Сумма матриц С и –А называется их разностью и 
обозначается С - А.
2.3. Свойства линейных операций (+) и (·)



План доказательства.
1.) Показать, что матрицы слева и справа имеют один и 
тот же размер 
2.) Показать, что соответствующие элементы этих матриц 
равны.
3.) Произведение матрицы А на матрицу В определено 
лишь в случае, если число столбцов матрицы А равно 
числу строк матрицы В.
Определение: Произведением матрицы Amxp [aij] на 
матрицу Bmxp[bij] называется матрица Сmxn [сij] , элемент 
которой сij равен сумме произведений элементов i-ой 
строки матрицы А на соответствующие элементы j-го 
столбца матрицы В.



В общем случае AB ≠ BA, если AB = BA, то матрицы А и В 
называются перестановочными.

Можно показать, что единичная матрица перестановочна 
с любой квадратной матрицей того же размера, причем 
A·E = E·A = A



Свойства операции умножения.

Предположим, что все указанные операции выполнимы



§2. Обратная матрица. Матричные уравнения. 
Формулы Крамера.

Теорема об определителе квадратных матриц.
Теорема: Определитель произведения двух квадратных 
матриц равен произведению определителей этих матриц.



(2)   Определение квадратной матрицы.

Определение: Квадратная матрица А называется 
вырожденной (особенной), если ее определитель = 0 и 
невырожденной(не особенной),если ее определитель ≠ 0.

Определение: Матрица А называется обратной для 
матрицы В если А×В = В×А = Е (единичной матрице)

Теорема существования обратной матрицы.

Теорема: Для того чтобы матрица А имела обратную 
необходимо и достаточно, чтобы она была не 
вырожденной.



Необходимость. Пусть А имеет обратную В. Тогда по 
определению АВ = ВА = Е, АВ = Е.                               (*)
По теореме об определителе квадратной матрице    

                                                                                      (**)
Из (*) => что если матрицы =, то = их определители

Из (*) =>

Достаточность.  А - невырожденная, т.е. |А| ≠ 0



Единственность обратной матрицы.

Теорема: Если А имеет обратную, то она (обратная) 
единственная.

Доказательство: Пусть В обратная для А. Предположим, 
что С тоже обратная для А и С совпадает с В, С = В.



Так как В обратная для А, то АВ = Е
Умножим обе части равенства слева на матрицу С

Обозначение А обратная А-1

Например, n = 3:

С(АВ) = СЕ
(СА)В = С

Е        .

ЕВ = С
В = С
С = В



Свойства обратной матрицы.



Матричные уравнения.

Матричными уравнениями называются уравнения вида:
АХ = В  (1)            ХС = D  (2), где

|А| ≠ 0,   |С| ≠ 0 – невырожденные матрицы
Х - неизвестная матрица, 
В, D - известные матрицы размеры которых не 
противоречат операциям умножения.

т.к. |А| ≠ 0, то А-1 существует. Умножим обе части 
уравнения (1) слева на А-1.

              А-1(АХ) = А-1 В
(А-1 А)Х = А-1 В   ЕХ = А-1 В   Х = А-1 В   (1)



т.к. |С| ≠ 0, то С-1 существует. Умножим обе части 
уравнения (2) слева на С-1.
               С-1(ХС) = С-1 D 

Х(С-1 С) = D С-1    ХЕ = D С-1    Х = D С-1    (2)
Если А и С – вырожденные матрицы, то уравнения могут 
не иметь решения или иметь их бесчисленное 
множество.

Матричная запись системы уравнений.
Рассмотрим систему m линейных уравнений с n 
неизвестными.



Введем А - матрицу системы (1), полученную из 
коэффициентов при неизвестных





Замечание: неизвестные и свободные члены можно 
расположить в строки, то запись имела бы 
соответствующий вид.

Теорема Крамера.
Рассмотри систему n линейных уравнений с n 
неизвестными



Составим определитель из коэффициентов при 
неизвестных - определитель системы.

Теорема. Если определитель квадратной системы 
отличен от нуля, то система имеет единственное 
решение, которое можно найти по формулам:



Δ - определитель системы

Δk (k = 1,2…)  - определитель, полученный из 
определителя системы заменой k-ого столбца, столбцом 
свободных членов.

(*) – формулы Крамера, а применение их к решению 
системы называют Правилом Крамера.

Доказательство: 
       1.) доказательство существования решения
       2.) доказательство единственности решения
       3.) вывод формул (*)























Лекция 4. Определение линейного 
пространства. Аксиомы, линейная 

зависимость и независимость векторов. 
Базис и размерность линейного 

пространства; преобразование координат 
вектора при переходе к новому базису. 

Скалярное произведение векторов, норма 
вектора, неравенство Коши-Буняковского, 
ортонормированиый базис. Линейный 

оператор, его матрица. Матрица линейного 
оператора при переходе к новому базису. 
Собственные векторы, их нахождение. 
Квадратичные формы, приведение их 

формы к каноническом) виду.










































