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Estymacja - po co i dlaczego?

+ Jesli jestesmy w stanie zebraé wszystkich
informacji na temat interesujacej nas
zbiorowosci wéwczas do petnego opisu
wystarczag nam metody statystyki opisowe;.

* W wielu jednak sytuacjach méwiqgc o
zbiorowosci opieramy sie na danych
pochodzacych z préby.

» Aby prawidtowo uogdlniaé wyniki z préoby na
populacje generalng nalezy stosowaé metody
statystyki matematyczne;.
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Estymacja - po co i dlaczego?

0 Procedur uogélniania wynikéw z proby
losowe na catq zbiorowos¢ dostarcza dziat
whioskowania statystycznego.

0 Estymacja zatem to dziat wnioskowania
s’ra‘rys‘ryczneﬂo bedacy zbiorem metod
Bozwa]ancyc ha uogolnianie wynikow

adania proby losowej na nieznanqg postac i
parametry rozktadu zmiennej losowe| cate]
populacji oraz szacowanie btedow
wyhnikajacych z tego uogdlnienia.




W zaleznosci od szukanej cechy rozktadu
mozna podzieli¢ metody estymacji na dwie
grupy:-

- Estymacja parametryczna - metody
znajdowania nieznanych wartosci
parametrow rozktadu

- Estymacja nieparametryczna - metody
znajdowania postaci rozktadu populacji
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Estymacja - po co i dlaczego?

0 Wnioskowanie przybiera postaé:

1. estymacji parametrow statystycznych
czyli szacowania nieznanych wartosci
parametrow np. sredniej arytmetycznej w
zbiorowosci generalnej, odchylenia
standardowego.

2. testowania hipotez, ktére z kolei dotyczy
weryfikacji przypuszczen odnosnie
okreslonego poziomu zmiennej Iosowef' lub
ksztattu rozktadu w populacji generalnej.




+ Zatem losujemy z N-elementowej
populacji generalnej n-elementowq
probe losowq

» Ze wzgledu na hiemozno$¢ poznania
parametru © z populacji generalnej
whioskujemy o wartosci parametru ©
w oparciu o zbadanie préby
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(S
dwa podejScia szacowania (estymacyi)

\

- 1. punktowe szacowanie parametru 6\%
(lub innych parametréw populacji generalnej)
- podajemy jedna liczbe odpowiadajacq
przypuszczalnej wartosci parametru

+ 2. przedziatowe szacowanie parametru
- podajemy pewien przedziat, w ktorym
przypuszczalnie znajduje sie prawdziwa
wartosc parametru
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» Liczbg stanowiaca oszacowanie
parametru © musi by¢ wartos¢ jakiejs
statystyki obliczonej na podstawie
proby
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Estymator - szacowany parametr

- Estymator - wielkosc
(charakterystyka, miara), obliczona
na podstawie proby, stuzaca do oceny
wartosci nieznanych parametrow
populacji generalnej.
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» Estymator, jak kazda statystyka z
proby ma pewien rozktad.

» Zadanie: - jak dobrac¢ estymator,
aby jego rozktad gwarantowat
najlepsze oszacowanie?
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WtasnoSci dobrego estymatora

» Wartosci, jakie moze przyjmowaé estymat
Z parametru © sq rézne dla réznych prob
pochodzacych z tej samej populacji;

» Dlatego tez nie mozna oczekiwal, ze
otrzymany estymator Z bedzie prawdziwq
wartosciq estymowanego parametru 6;

Powstaje wiec btad losowy parametru 6,
ktory dla danej proby jest réznica miedzy
oceng parametru dokonang na podstawie tej
proby a prawdziwa wartoscig parametru:

) :‘@‘ e=Z-6
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Pozqdane cechy estymatora
» 1. nieobciqzonos¢ - aby estymator dawat

gwarancje, ze oszacowania hie bedq w
sposéb systematyczny zanizane ani

zawyzane,

2. zgodnos¢ - w miare wzrostu proby (n)
prawdopodobienstwo, ze réznica miedzy
estymatorem a parametrem jest dowolnie
mate, zbliza sie do jednosci;

- 3. efekTywnoéé z 2-6ch nieobcigzonych

es’rymcn‘or'ow okres
na Jefek’rywnle

onego parametru ten

jszy, ktory ma

ie.



Estymator nieobciqzony

* Estymator nieobciqzony to ten, ktdrego
przecietna wartos¢ jest doktadnie rowna
wartosci szacowanego parametru tzn.
zachodzi réwnos¢:

»E(Z)=0
* Innymi stowy, przy wielokrotnym losowaniu
proby Srednia z wartosci przyjmowanych

przez estymator nieobcigzony jest rowna
wartosci szacowanego parametru.

iqzonoéc': ozhacza, Ze oszacowania
ostarczone przez taki estymator sq
dbarczone btedem systematycznym




Estymator obciqzony

- Obciqzonosé oznacza, ze oszacowania
dostarczone przez taki estymator sq
obarczone btedem systematycznym.
Rdznica:

B =E (Zn) )-6
hazywa Sie obcigzeniem estymatora.

Jezeli B > 0 to estymator Z daje przecietnie za
wysokie oceny parametru 6;

Jezeli B <0 to estymator Z daje przecietnie za
niskie oceny parametru 6.




» Jesli spetiony jest warunek:
lim B, =0

. ’ n— L, .
* co jest rownowazne warunkowi:

lim E(Z,) =0

H—X

to estymator taki nazywa sie estymatorem
asymptotycznie nieobciqzonym.

Uwagal Postulat nieobcigzonosci estymatora

parametru oznacza praktyczne zadanie, aby

rozktad estymatora byt scentrowany wokét

prawdziwej wartosci parametru, a wiec by jego

gerPylenia od parametru mialy charakter losowy.




Estymator - zgodnos¢

+ Estymator Z parametru 6 nazywa sie estymatorem
zgodnym, jesli wraz ze wzrostem liczebnosci prob
jest on stochastycznie zbiezny do wartosci
estymowanego parametru 6, tzn. jesli jest spetniony

warunek: .
lim P|Z,-0O|<0 =1
n—x
gdzie g jest dowolnie mata liczbg dodatnia.
Zgodnos¢ estymatora Z oznacza, ze wraz ze wzrostem
liczebnosci probki n, prawdopodobienstwo dowolnie matej réznicy
miedzy wartosciq estymatora Z a estymowanym parametrem 6
dazy do 1.
Wynika stad, ze warto powiekszy¢ probke, poniewaz przy
wzradcie n rodnie prawdopodobienstwo tego, ze wartos¢
atora parametru Z bedzie sie niewiele rozni¢ od prawdziwej
artosci estymowanego parametru 6, powodujac tym samym maty
d estymacji.




Estymator - efektywnos¢

- Estymator nieobciqzony, ktory ma najmniejszq
wariancje, hazywa sie estymatorem
najefektywniejszym.

* Przy estymacji punktowej sytuacja jest tym
korzystniejsza, im wartos$¢ Z_oscyluje blizej o, a wiec
Im wariancja jest mniejsza.

Wyrazenie:

0}(2,)=E(Z,~ E(Z,))

n

jest wariancjq estymatora Z .

* Uwaga! Estymator jest tym efektywniejszy, im
j&ysza jest jego wariancja i odchylenie
tfandardowe.




Ze wzgledu na forme wyniku estymacji wyrdozniamy:
- Estymacja punktowa -gdy szacujemy liczbowq
wartos¢ okreslonego parametru rozktadu cechy w
catej populacji

-Estymacja przedziatowa -gdy wyznaczamy granice
przedziatu liczbowego, w ktorych, z okreslonym
prawdopodobienstwem, miesci sie prawdziwa
warto$¢ szacowanego parametru.




Wprowadzenie do problematyki estymacji
parametrow modeli ekonometrycznych

* Problemy estymacji naleza do trudnych zagadnien:;

* Nie ma jednej uniwersalnej metody estymacji;

- Strona rachunkowa metod estymacji jest zawitq,
wiec dla wiekszych modeli (z wieloma zmiennymi
objasniajacymi) estymacja wymaga wykorzystania
komputerdw;

+ Estymacja jest jednym z najwazniejszych dziatéw
statystyki matematycznej

-+ Estymacja jest o tyle wazna, ze od estymacji
zalezy jakos¢ modelu ekonometrycznego i jego
praktyczna uzytecznosé
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Estymacja parametrow modelu ekonometrycznego

- Przedmiotem estymacji w badaniu \
ekonometrycznym sq parametry
sformutowanych wczesniej modeli
ekonometrycznych

» Ogodlny zapis modelu ekonometrycznego:

Y=f(X, X, , . X ,a,0,..4a &) @
gdzie:
* Y- zmienna objasniana;
* X, X,, ..., X, - Zmienne objasniajace
© a,da,,.. a, - parametry strukturalne modelu
- & - sktadnik losowy




Podstawa przeprowadzenia estymacji sg dane statystyczne bedace
zaobserwowanymi wartosciami zmiennych Y, X,, X,,.... X,. Przedstawia si¢ je
zwykle w postaci:

- (n x 1) wymiarowego wektora'Y

,yl
Y2

.yn

- (n X K) wymiarowej macierzy obserwacji zmiennych objasniajacych

X1 Xy oo Xig

X1 Koo o Xpp

_an Xnz anf_




Proces estymacji polega na obliczaniu ocen parametrow strukturalnych

i stochastycznych modelu.

I. Parametry strukturalne (wielkosci od ktérych zalezy wartos¢ funkgji
zmiennych objasniajacych) sa przedstawione w postaci:

- ((k+1) x 1) wymiarowego wektora parametrow strukturalnych

o = (4)

Estymacja sprowadza si¢ do znalezienia wektora ocen

o (5)

L ak

posta¢ estymatora a jest roznie okreslana dla poszczegolnych metod

estymacji, ogolnie mozna zapisa¢, ze wektor a jest funkcja:

az-zg(/\’. v) (6)



II. Druga grupa parametréw modelu ekonometrycznego podlegajaca
estymacji sg parametry struktury stochastycznej.
Informuja one o rzedzie dokiadnosci estymacii.

Mozna je podzieli¢ na 2 grupy:

1. parametry rozkiadu skitadnika losowego,

2. parametry estymatorow parametrow strukturalnych.

Ad.1. Skiadnik losowy modelu jest przedstawiony w postaci:

- (n X 1) wymiarowego wektora

—EI
g2
t"f =1 . (7)

€n

. Oszacowania skladnikéw losowych nosza nazwe reszt modelu i
przedstawiamy je w postaci:

- (n X 1) wymiarowego wektora

<
€

e=1_ (8)




Na podstawie wektora reszt przeprowadza sie estymacje takich
parametrow rozkitadu skiladnika losowego jak: .
- wartosci oczekiwanej skiadnika losowego E(g), ktorej estymatorem jest srednia

reszt &,

- wariangji sktadnika losowego oz(i), ktorej estymatorem jest wariangja resztowa
Ss*(e),

- odchylenia standardowego skladnika losowego o(€), ktorego estymatorem jest
odchylenie standardowe reszt S(e).

Innymi parametrami rozkladu skiadnika losowego sa kowariancje skladnikow
losowych Q’J(E) = Elg. € ) tl=1.,2,..n przedstawione w postaci:

- (n X n) wymiarowej macierzy

011(8) 015(8) - 01,(8)]

021(§) 022(8) ... 03,(8)
D?(g)=| . ; ; ; (9)

_Onl(e{) 0112(“?“) onn(?[)_

ktorych estymatorami sa elementy macierzy:

[5,,(€) s,,(8 ... s (€

S5, (€) 7522(‘3) - 5y

32(6) = . . . (10)

_Sn1(6) S (E) e snn(e)_




Ad.2. Parametry estymatoréw parametrow strukturalnych sg przedstawione
w postaci:
- (k+1)x(k+1)) wymiarowej macierzy wariancji i’ kowariangji estymatoréw

parametrow strukturalnych

(000(a) g (@) ... Oy (a)]
g,0l@ o, (a .. o la

Dxa)=| | A (11)

-

_oko(a) o,la .. okk(a)_

w ktorej element na gléwnej przekatnej o,(@) = o°(a) oznacza wariancje
estymatora a, parametru strukturalnego o; a element poza gtowna przekatng
o,(a) gdzie i # j oznacza Kkowariancj¢ estymatorow a; oraz a; parametrow
strukturalnych e; i «;.

Estymator macierzy D*(a) bedziemy oznaczac jako:

nsoo(a) Sp1(a@ ... SOk(a)—
solad s (@ ... 5,38

1.
Sa) =| . L (12)

_Sko(a) 8562 e skk(a)d

W praktyce korzysta sie jedynie z elementow giownej przekatnej macierzy
(12) tzn. z elementéw s, (a)=s’(a)., bedacych estymatorami wariangji
estymatorow parametrow strukturalnych «, (i=0,1,2..K). Pierwiastki tych

elementow s,(a) nosza nazwe Sredmnich bleddéw szacumku (estymacji)

parametréow strukturalnych.




Estymacja parametrow modelu ekonometrycznego

Estymacja parametrow
strukturalnych

arametry estymatorow
parame{row strukturalnych

Macierz wariancji
kowarangji ()
estymatoréw

Y

Qdchyleie standardowe
Wariancja
resztowa reszt
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Estymacja parametrow modelu ekonometrycznego

\
+ Z reguty estymatory uzyskuje sie w wyniku
zastosowania procedury numeryczne|
zwanej metodq najmniejszych kwadratow.

+ Estymatory majq wéwczas pozadane
wtasnosci, o ile spethione sq pewne istotne
zatozenia.

» Zatozenia te dotycza gtownie:

+ - specyfikacji modelu i

» - wlasnosci sktadnika losowego.
Sy
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Zatozenia: model i dane
» Zatozenie 1
Model jest liniowy wzgledem parametrow tj.:
Y.=a,+a X, +a, X, +..+a X +8

gdziet=12,...n

» Zatozenie 2
» Zmienne objasniajace sq nielosowe

Zmienna Y jest losowa, bowiem jest funkcja losowego €.

Przyjmijmy Y- koszt produkcji, X - wartos¢ produkcji. W




Zatozenia: model i dane

- Zatozenie 3

+ Liczba obserwacji n (wielkos¢ préby n) jest
wieksza od liczby parametréow do
oszacowania:

n > k+1

» Parametréw jest k+1:
wyraz wolny + k parametréow przy zmiennych X

. W praktyce zadamy aby n byta liczba kilkakrotnie




Zatozenia: model i dane

- Zatozenie 4

- Zadna ze zmiennych nie jest kombinacja
liniowg innych zmiennych objasniajacych
(wlaczajac w ten zbior takze .sztuczng”
zmienng X, = 1, ktéra ,stoi" przy wyrazie
wolnym modelu)

+ Jest to zatozenie o braku wspotliniowosci.

+ Nie istnieje zaleznos$¢ liniowa miedzy wartosciami
z proby dla jakichkolwiek 2-6ch, lub wieksze |
ilosci zmiennych objasniajacych.

.. Chodzi to, aby zadna ze zmiennych nie wnosita do

. A\EBeelu tych informacji ktdre juz sq wniesione
brzez inne zmienne.




Zatozenia: sktadnik losowy modelu

- Zatozenie 5
» Skfadnik losowy € jest zmienng losowq

- Sktadnik losowy ma warto$¢ oczekiwanq
rowna zeru dla wszystkich i=1,2,...., n:

E(E)=0

* Oznacza to, ze czynniki nie uwzglednione w modelu
nie oddziatuja w systematyczny sposéb na sredniq
wartos$¢ zmiennej Y:

- wptywy dodatnie (+) i wptywy ujemne(-) ..znoszq
ie" | w sumie efekt jest zerowy.




Zatozenia: sktadnik losowy modelu

- Zatozenie 6
» Skfadnik losowy ¢ jest zmienng losowq

- Wariancja zmiennej losowej &. jest taka
sama dla wszystkich obserwacji

D% (§; ) = o°

dlai=1,2,..., n:

* Przyjmujemy, ze zmienne losowe maja jednakowq dyspersje.
Oznacza to, ze wptywy na Y czynnikéw nie ujetych w modelu
maja takie same rozproszenie (hiezaleznie od numeru
obserwacji)

» Zatozenie o jednakowych wariancjach nosi nazwe
zenia 0 homoscedastycznosci.




Zatozenia: sktadnik losowy modelu

- Zatozenie 7/
» Skfadnik losowy ¢ jest zmienng losowq

- Zmienne losowej &. sq nieskorelowane, czyli
nie wystepuje autokorelacja sktadnikow
losowych):

cov (§,,€)=0,, (€) = 0 dla iz
=1,2,...,n;j=12,..,n:

+  Oznacza to, ze wptywy na Y czynnikéw nie ujetych w modelu sq
nieskorelowane pomiedzy réoznymi obserwacjami

-+ Jest to zatozenie czesto niespetnione w modelach trendu




Zatozenia: sktadnik losowy modelu

Zatozenie 8

Kazdy ze sktadnikow losowych & ma rozki
normalny.

Biorac pod uwage zatozenia 4i 5 oznacza to, ze § ma
rozktad N (0, o%) dla i= 1,2,....,n

Niekiedy zatozenia 1-7 uzupetnia sie o zatozenie 8 a model
okresla sie wéwczas mianem klasycznego modelu normalnej
regresji liniowej

Zatozenie 8 utatwia konstruowanie hipotez statystycznych
stuzacych weryfikacji modelu

Zatozenia dotyczace sktadnika losowego sqg hieznane, sprawdzone
ggemby¢ dopiero po oszacowaniu parametréw modelu



Model jest liniowy wzgledem parametréw tj.:
Yi=ag+a X, +a, X, +..+a X +&

gdziet=12,..n

Wielkosci parametréw a, (j=0,1,2.. k) w modelu liniowym sq
hiewiadomymi’

Po to by uzyska wiedze na temat wielkosci parametréw modelu
musimy postuzycC sie danymi empirycznymi Y i X, (k=1,2,...,n).
Na podstawie danych szacujemy nieznane parametry a. nha
postawie reakcji zmiennej zaleznej na zmiany wielkosci
zmiennych niezaleznych zaobserwowanych w prébie.

To co uzyskujemy na podstawie danych jest jedynie szacunkiem
i bedzie mniej lub bardziej doktadnym przyblizeniem
prawdziwych wielkosci parametrow a;

W rezultacie oszacowania parametrow uzyskane na podstawie
0b z reguly bedq rézne.




Whiosek:

» Oszacowania hielosowych parametrow sq losowe.
» Bedqac jedynie niedoktadnym przyblizeniem
prawdziwych wielkoSci parametréw moga réznié
sie w zaleznosci od wylosowanej proby.

- Niedoktadnosci w oszacowaniach wielkosci

parametrow wynikaja z zaburzen losowych (§),
ktére uniemozliwiajq doktadne zmierzenie
parametréw modelu.




Wartosci dopasowane i reszty

* Znajdowanie estymatorow (oszacowan) parametrow o, , o,

(7=0,1,2....k) okreslamy mianem regresji liniowej y. nax ., ..., X, .

e Zgodnie z przyjeta konwencjg oszacowania nieznanych
parametrow a,, , o, .... o, uzyskanych za pomocg MNK
oznaczamy zwykle o, , o, .... @, .

* Przewidywane na podstawie oszacowanego modelu wartosci
zmienne) zaleznej Y nazywamy wartoscia teoretyczng

(dopasowang):
. Y=k a, X, ta X t..ta X
« Wartosci dopasowane r6znig si¢ od rzeczywistych wartosci Y,
poniewaz w modelu oszacowanym zamiast prawdziwych
nych) wartosci parametrow o, , o, .... 0, uzywamy ich

Zacowan o, , o, .... 0, 1 pomijamy btad losowy




Wartosci dopasowane i reszty

« Reszty definiuyjemy jako r6znice miedzy wartoscig zaobserwowang zm
zaleznej (objasnianej) Y, a wartoscig dopasowang tej zmiennej:

e=Y-(a,ta X ta X, +
e=Y—aO—a1X1 —azXz— ..... -a X
e=T-T

Relacj¢ miedzy resztami, obserwacjami 1 oszacowaniami parametrow mozna
zapisac \ZSpoibb nastepujacy:
o T X ta X t..ta X te
Taki zapis pokazuje ,,pokrewienstwo” miedzy o, , @, ... 0, 1a,,a, ....a oraz
miedzy 1 e.

T:

ak g3 ... 3 S3 Oszacowaniami o, o, ... o, tak reszty e stanowig
ania sktadnika losowego &.

aga! Reszty e nie sg rowne &

C]



Wartosci dopasowane i reszty
* Model jest tym lepiej dopasowany, im mniejsza je
odlegtos¢ wartosci teoretycznych od wartosci

obserwowanych ,\
e=Y-Y
* Najlepiej dopasowanym jest ten model, w ktorym
reszty sg - co do wartosci bezwzglednych —
najmniejsze.
* Estymator MNK znajdujemy, szukajac takich a ,a .. a
dla ktérych taczna odlegtos¢ , — y _ y jest naymniejsza

k




Reasumujac: Rysunek 1 i 2. Tlustracja metod
*Do poszukiwania najlepiej dopasowane;]

, o . - ) najmniejszych kwadratow
prostej stosuje si¢ kryterium minimalizacji

sumy kwadratéw odchylen. ¥ %
1

*Metoda wyznaczania parametrow prostej : | |
oparta na tym kryterium nosi nazw¢ metody T(X " /l/
najmniejszych kwadratow (MNK). /

*Stosujac MNK wyznacza si¢ na podstawie !
danych (x, y.), i=1,2,..., n, parametry o,1a l
prostej tak, by suma kwadratow odchylef y.
od a,, a X byla najmniejsza: x

1

Y A

y=a,tax+e

\

)\
]




Mamy model liniowy z jedng zmiennqg
objashiajacq
Y=a,+a X, +¢

Wielkosci parametrow o, (1= 0,1) w modelu
lintowym sg niewiadomymi.
Po to, by uzyskac¢ wiedz¢ na temat wielkosci

parametrOw modelu musimy postuzy¢ sie¢ danymi
empirycznymi.

metry a. (1= 0,1) szacujemy na podstawie
ych:



* Y jest wektorem zaobserwowanych wartosci zmiennej
objasnianej:

B g”




® X jest macierzg zaobserwowanych wartosci zmiennych
objasniajacych, przy czym przyjmuje si¢, ze w modelu obok
wymienionych zmiennych wystgpuje zmienna x =1 (przy
parametrze o), a Wigc:

|

1 x,

n




 Funkcja kryterium (minimalizujemy
sum¢ kwadratow reszt e, przy czym reszty
to odchylenia wartosci teoretycznych
od warto$ci empirycznych y) w zapisie
skalarnnym ma postnaé:

w=Z(y—ﬁ)2=Z(y—ﬁ)z=min

4@‘

\




® Wektor ocen a parametrow strukturalnych o otrzymujemy
obliczajac pochodng funkcji v wzgledem wektora a 1
przyrownujac ja do zera.

e Wzor na wektor ocen parametrow strukturalnych przybiera
ostatecznie postac:

a=(X"X)"X"y
® Podstawiajac do wzoru:

n X
X' X = Z " oraz X'y=

_lel lezt_ _Z X1




® otrzymamy wektor ocen parametrow strukturalnych funkcji
liniowej:




