
Математика

Лекция 18



 Исследование функций с помощью производной
Одним из приложений производной является применение 
производной к исследованию функции и построению графика 
функции. 
Рассмотрим такие характеристики функции, как монотонность, 
экстремумы, выпуклость, точки перегиба, а также асимптоты 
графика функции.

Монотонность функции
Теорема 1 (критерий монотонности).
Дифференцируемая функция y = f(x) возрастает на интервале (a, b) 
⇔ ∀x∈ (a, b)    f ′(x) > 0.
Дифференцируемая функция y = f(x) убывает на интервале (a, b) 
⇔ ∀x∈ (a, b)   f ′(x) < 0.



Экстремум функции
Пусть y = f(x) непрерывна на интервале (a, b), х0∈ (a, b).
Точка х0  называется точкой максимума функции f(x), если 

Точка х0  называется точкой минимума функции f(x), если

Точки максимума и минимума функции называют точками 
экстремума функции. 

Например, на рисунке 
х1 – точка максимума;
х2 – точка минимума;
х1, х2 – точки экстремума. 



Теорема 2 (необходимое условие экстремума). 
Пусть функция y = f(x) имеет экстремум в точке х0. Тогда 
производная в этой точке равна нулю или не существует.

Замечания
1. Точки экстремума, в которых  f ′(x) = 0 назовем точками 
гладкого экстремума. 
2. Точки экстремума, в которых  f ′(x) не существует, назовем 
точками острого экстремума. 
3. Необходимый признак экстремума не является достаточным, 
то есть  из того, что  f ′(x) = 0 или не существует, не следует, что 
функция имеет экстремум в точке х0.
4. Точки, в которых  f ′(x) = 0 или не существует, называют 
критическими точками функции.



Гладкие экстремумы        Острые экстремумы



Для исследования критической точки на экстремум используют 
первое или второе достаточное условие экстремума
Теорема 3 (первое достаточное условие экстремума). 
Пусть функция y = f(x) непрерывна в окрестности критической 
точки х0 и дифференцируема в выколотой окрестности точки х0. 
Тогда, если f ′(x) при переходе (слева направо) через точку х0 
меняет знак с плюса на минус, то х0 – точка максимума, если с 
минуса на плюс, то х0 – точка минимума.
Теорема 4 (второе достаточное условие экстремума). 
Пусть f ′(х0) = 0 и существует f ″(x) в точке х0. Тогда, 
если f ″(х0)  < 0, то х0 – точка максимума,
если f ″(х0)  > 0, то х0 – точка минимума.



Выпуклость и вогнутость. Точки перегиба
Пусть кривая y = f(x), x∈ (a, b) имеет в любой точке 
касательную.
Кривая называется выпуклой (вогнутой), если она расположена 
ниже (выше) любой своей касательной.
Точка, отделяющая выпуклую часть кривой от вогнутой, 
называется точкой перегиба.

      Например, на рисунке
     дуга АС – выпуклая,
     дуга CB – вогнутая,

                 С – точка перегиба.



Теорема 5 (условие выпуклости / вогнутости).
Если ∀x∈ (a, b)   f ″(x) < 0, то кривая y = f(x) выпукла на (a, b).
Если ∀x∈ (a, b)   f ″(x) > 0, то кривая y = f(x) вогнута на (a, b).

Теорема 6 (необходимое условие точки перегиба).
Пусть точка с абсциссой х0  является точкой перегиба кривой 
y = f(x). Тогда f ″(х0) = 0 или не существует.

Замечание. Необходимое условие точки перегиба не является 
достаточным.

Теорема 7 (достаточное условие точки перегиба).
Если f ″(x) при переходе через точку х0 меняет знак, то (х0, f (х0)) – 
точка перегиба кривой y = f(x). 



Для исследования кривой y = f(x)  на выпуклость (вогнутость) и 
точки перегиба нужно
1. найти точки, в которых f ″(х) = 0 или не существует;
2. рассмотреть интервалы, на которые эти точки разделят область 
определения функции;
3. исследовать знак второй производной на этих интервалах.



Асимптоты графика функции
Асимптотой кривой называется прямая, расстояние до которой 
от точки, лежащей на кривой, стремится к нулю при 
неограниченном удалении этой точки по кривой от начала 
координат. Асимптоты

вертикальная невертикальная

наклоннаягоризонтальная



Вертикальная асимптота
Если           то прямая  х = х0  является вертикальной
асимптотой кривой y = f(x).
Если только правосторонний предел     то х = х0  
является правосторонней вертикальной асимптотой.
Аналогично определяется левосторонняя вертикальная 
асимптота.
Замечание.
Для отыскания вертикальных асимптот следует вычислить 

    или        где  х0  − точка разрыва функции или граничная 
точка области определения.



Невертикальная асимптота
Теорема 8. Кривая y = f(x) имеет невертикальную асимптоту
y = kx + b ⇔ существуют конечные пределы

Если k = 0, то у = b определяет горизонтальную асимптоту,
если k ≠ 0, то y = kx + b определяет наклонную асимптоту.

Замечание. Для некоторых функций  необходимо рассматривать 
отдельно пределы при х → + ∞ и х → − ∞ 



х = 0 вертикальная асимптота
у = 0 горизонтальная асимптота

х = 1 вертикальная асимптота 
y = −x −1  наклонная асимптота



у = 0 горизонтальная асимптота при х → + ∞;
при х → − ∞ кривая не имеет асимптоты.



Схема исследования функции и построение ее графика

При построении графика функции в общем случае можно 
использовать следующую схему:
1. Найти область определения функции.
2. Проверить функцию на четность, нечетность, периодичность.
3. Найти асимптоты графика функции.
4. Исследовать функцию на монотонность и экстремум.
5. Исследовать график функции на выпуклость и точки перегиба.
6. Найти (если возможно) точки пересечения с осями координат.

На основании проведенного исследования построить график 
функции.



Пункты 1-6 определяют полную схему исследования. 
Если график не совсем понятен и после выполнения всех 
пунктов исследования, то можно дополнительно определить 
промежутки знакопостоянства функции (промежутки, на 
которых f(x) > 0 или  f(x) < 0), найти и построить несколько 
дополнительных точек графика.



Не всегда нужно точно следовать этой схеме. 
Отметим следующие случаи:

а) иногда для построения графика функции достаточно пунктов 
1-4 (краткая схема исследования);

б) если функция определена в некоторой точке х0 и не 
определена в точке  (−х0), то не надо проверять ее четность;

в) если функция определена на конечном интервале, то не надо 
искать ее невертикальные асимптоты;

г) если функция четная (или нечетная), то достаточно 
исследование провести для х ≥ 0, а при построении графика 
функции учесть, что он симметричен относительно оси Оу для 
четной функции (относительно начала координат для нечетной 
функции);

д) если функция периодическая, то достаточно исследование 
провести на промежутке с длиной, равной периоду.


