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Часть 2 

Задача Коши



Решение разностных уравнений



Общее решение разностных уравнений
Опр: Линейным разностным уравнением n-го порядка с постоянными 

коэффициентами называется уравнение вида

 

 

Решение разностного уравнения представимо в 
виде:

 

Общее решение 
однородного 
уравнения

Частное решение 
неоднородного 

уравнения
Общее решение состоит из линейной комбинации решений разностного 
уравнения:

 



Общее решение разностных уравнений
Будем искать общее решение однородного уравнения в виде

 

 

Уравнение вида:

Называется характеристическим уравнением

 

Проверим найденное решение
 

 

 



Частное решение
К полученному общему решению однородной подсистемы нужно добавить 
частное решение неоднородной подсистемы. Его вид завивит от вектора f правой 
части. Пусть они равны:

 

 

 

 

 

 

 

 



Пример

 

Найти решение разностного 
уравнение

Найдем общее решение однородного 
уравнения.

 Подставляем в 
уравнениеПолучаем характеристическое 

уравнение
  - Корень кратности 
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Найдем частное 
решение

 

  

Будем искать решение в 
виде

 

Подставляем в неоднородное 
уравнение

 

  

 



Условия порядка методов
 Рунге-Кутты



Методы Рунге-Кутты 4-го порядка
Общий вид методов 4-го порядка

 

 

 

 

 

 

Определим условия 3-го порядка аппроксимации…



Разложение коэффициентов методов
 

 
 

 

 

 

 

 

1-й 
порядок
2

3

4



Определение главных членов погрешности
 

 

 

 

 

 

1-й 
порядок
2

3

4



3 hours later…



Условия порядка
 

1:  

2:
 

Условие 
Кутты 

3:
 

 

 

 

 



Условия порядка

1:  

2:
 

Условие 
Кутты 

3:
  



Устойчивость методов Рунге-
Кутты



Устойчивость явных методов Рунге-Кутты
 

 

 

 Функция 
приращения
ЯМРК 

 

 

Иными словами, если решение дифференциальной задачи существует и 
единственно,
то решение разностной задачи так же существует и единственно.
 

   
Это разложение в ряд 
Тейлора

Таким 
образом

  



Устойчивость явных методов Рунге-Кутты
Теорема: Пусть функция приращения ЯМРК удовлетворяет условию Липшица с 
константой
С2 тогда, для решения двух возмущенных задач справедлива следующая оценка

 

 

 

 

Пусть для нормы погрешности решения двух задач выполнима 
оценка  

Тогд
а

 

Т.е явные методы 
обладают 
слабой устойчивостью



Слабая устойчивость

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Строгая (сильная) устойчивость
 

Далее будем рассматривать модельное (линеаризованное) уравнение – 
уравнение Далквиста

  

В этом случае можно выразить

  

 

 Тогда R(z) – многочлен степени s от z.

Точное решение

 

Численное решение

 

 p – порядок точности метода

Если  то  

 

Функция 
устойчивости 



Сильная устойчивость
 

Пример: Найти область (сильной) устойчивости явного метода Эйлера

 

 

 

-1

 

 

Пример: Найти область (сильной) устойчивости метода Эйлера c пересчетом

 

1/2 1/2

0 1

-1

 

 



Барьеры Бутчера

 

 

 

 

 



Жесткие задачи



Жесткие задачи
• Климатические 
задачи

• Процессе в реакторе
• Химические реакции

 

 

 

2) Во многих задачах быстрый процесс определяет только начальный 
(пограничный) слой => нужны неявные схемы

 

 

 

 

 

 

Пример
:

Решени
е:

  

 

 

 

 

Пример
:

Решени
е:

 

 



Жесткие задачи
 

 

 

  - показатель жесткости 
системы

 

    



Определения устойчивости
 

 

 

 

Рассмотрим уравнение 
Далквиста

 

 

 

 



Определения устойчивости
 

 

 

 

 

 A-
уст.  

 

 

 

 

 

A
0
-

уст. 

 

  



Разностные схемы для жестких систем ОДУ

Одношаговые методы Многошаговые методы

• 1 шаг по времени

• Нужно решать 
нелинейную систему

• Много шагов по времени

• Решается только 1 
нелинейное уравнение

• Проблемы с 
устойчивостью



Неявные методы Рунге-Кутты
Опр: s-стадийным неявным методом Рунге-Кутты с определяющими 

коэффициентами
 
Называется метод 
вида

 

 

  

 

c
1

a
11

… a
1s

c
2

a
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… a
2s

… … … …
c
s

a
s1

… a
ss

b
1

… b
s

Таблица 
Бутчера

Необходимо решать систему нелинейных 
уравнений



Диагонально-неявные методы
Диагонально-неявные методы Рунге-Кутты

 

Система распадается на s отдельных систем по n уравнений

Однократно диагонально-неявные методы Рунге-Кутты (ОДНРК)

 

 

 

На каждом шаге одна и та же 
матрица
Вычисляется один раз



Спасибо за внимание!


